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Conforme aqui se explanard, resolvem-se as equagoes de campo da relatividade geral no con-
texto cosmoldgico com a inser¢do de um novo argumento quantico para o substrato cosmoldgico: o
principio de indeterminagdo de Heisenberg. A solucdo obtida naturalmente prové um cutoff para a
temperatura césmica de fundo nos promérdios do universo, levando & minima entropia inicial. Ade-
mais, a solugdo que aqui se obtém concorda com as observagoes cosmoldgicas, e.g., prevé a correta
temperatura césmica de fundo atual e a densidade critica observada, esta tendo explicagdo dentro
da solugao obtida, ainda que se preveja um universo de topologia espacial aberta, hiperbélica, para
o setor do tipo espago (slices temporais do continuum 4-dimensional).

UM SISTEMA SOB ESTUDO: O UNIVERSO

Quando se quer investigar um sistema fisico como
sendo o mais abrangente possivel, como o universo, nao
ha como nao se embarcar numa fascinante viagem por
quase todos os campos da fisica tedrica. Estaremos in-
teressados no estudo da dinamica do universo inteiro,
i.e., estaremos interessados em Cosmologia. Ainda as-
sim, mesmo que possa parecer uma tarefa extremamente
complicada, o tratamento matemético da Cosmologia é
inerentemente simples, ainda que o universo inteiro es-
teja sob analise. Esse fato, que de inicio pode parecer um
apelo demasiado a simplicidade pelo uso de modelo sim-
plista, é veraz, uma vez que o universo apresenta certas
caracteristicas, simetrias, que possibilitam a construcao
de seu modelo sob termos matematicamente trataveis,
sendo, por isso, como veremos, simples. Claro que essa
simplicidade nao implica a auséncia de necessidade de
conquistas tedricas ao longo da histéria da fisica e das
matematicas, pelo contrario, as conquistas tedricas que
se perfizeram no transcorrer dessa histéria acabam por
fornecer tratabilidade a uma empreitada cientifica que
poderia ser impossivel. As coisas se complementam, pois
o fato de o mundo poder ser descrito matematicamente
por leis simples acaba traduzindo sua simplicidade iner-
ente, e o mesmo acaba por acontecer em Cosmologia, pois
estaremos fazendo fisica. Somado a isso, viz., somado as
ferramentas de que nos tem a fisica tedrica guarnecido
pelo transcorrer de sua historia, ferramental matematico
a traduzir o que se observa, temos no conjunto mais am-
plo de fenémenos, no universo, tracos claros de simpli-
cidade implicita que coadunam com principios obtidos
em dominio mais restrito. Isso é extremamente impor-
tante e estarrecedor, uma vez que a fisica que se verifica
em regioes bem mais diminutas do universo acaba sendo
valida, aplicavel, também, ao maior de todos os sistemas
fisicos: ao universo.

DO SISTEMA, DOS PRINCIPIOS E DAS
FERRAMENTAS

Conforme dito, nosso sistema a ser estudado serd o uni-
verso, sendo que estaremos interessados em sua dinamica
desde os seus primodrdios. A tratabilidade tedrica iner-
ente, digamos simplicidade, deve-se, muito, a Nicolau
Copérnico. De fato, uma vez que a idéia principal
que permeia o principio donde essa simplicidade emerge
acaba por ser apenas uma extensao da revolugao coper-
nicana [6]: o principio cosmoldgico. Essa extensdo, o
principio cosmoldgico, apenas assevera que nés nao es-
tamos de forma alguma numa posi¢do privilegiada em
nosso universo. Isso quer dizer que, em escala suficien-
temente extensa, em média, as propriedades espaciais
do universo fisico sao as mesmas, ponto-a-ponto, num
dado instante cosmolégico (entendendo-se por escala su-
ficientemente extensa como a de aglomerado de galaxias,
sendo que isso ficard claro no seguimento). Matematica-
mente, diz-se que a geometria espacial em escala suficien-
temente extensa, i.e., a geometria puramente espacial que
predomina, em média, em escalas suficientemente exten-
sas do setor espacial do universo num dado instante cos-
moldgico t, é exatamente a mesma para qualquer obser-
vador que esteja localizado em algum ponto pertencente
a um fatiamento instantaneo tridimensional do universo,
i.e., independentemente de sua localizagao puramente es-
pacial num [t-sliced] universo tridimensional. Equivalen-
temente, a parte espacial do elemento de linha devera
ser a mesma para todos os observadores localizados nos
pontos desse setor puramente espacial num dado instante
cosmologico t. Isso quer dizer que, num dado instante,
todos os locais do universo apresentarao a mesma geome-
tria. Assim, a simplicidade referida acima advém de dois
aspectos principais logicamente inclusos na maneira pela
qual se estabelece o principio cosmolégico, sendo eles:

e A falta de uma descrigéo fisica privilegiada do uni-
verso numa [t-sliced] escala suficientemente extensa



= escala suficientemente extensa = negligenciam-
se todos os tipos de interagao fisica que nao sao
importantes em escalas suficientemente extensas =
permanece a interacao gravitacional;

e A falta de uma descrigéo fisica privilegiada do uni-
verso numa [t-sliced] escala suficientemente extensa
= escala suficientemente extensa = negligenciam-
se irregularidades locais de um [t-sliced]| substrato
global representando o [t-sliced] universo V in-
stantes cosmoldgicos ¢ = o substrato cosmoldgico
é modelado por um fluido sem [t-sliced] irregulari-
dades espacialmente localizadas = [t-sliced] fluido
homogéneo e isotrépico [7].

Enfatizada a caracteristica t-local do principio cosmo-
logico - i.e., que a descricao nao privilegiada do uni-
verso nao se aplica, necessariamente, a evolugao global
das [t-sliced] hipersuperficies do tipo espago, pelo que
isso se deve, também, ao componente observacional
que temos do universo, pois, em outras palavras, essas
t-hipersuperficies que apresentam aspecto homogéneo,
conforme enfatizamos, acabam por nao preservar essa
caracteristica, esse mesmo aspecto, em diferentes in-
stantes (quando se comparam diferentes instantes en-
tre si), conforme experimentalmente asseverado pela ex-
pansao do universo -, temos que se faz necessaria uma
hipotese adicional, em relagao a evolugao temporal dos
pontos pertencentes as t-hipersuperficies do tipo espago:

e Hipétese de Weyl: As particulas do flu-
ido cosmolégico inserem-se no espago-tempo 4-
dimensional (fluido cosmoldgico) sobre uma con-
gruéncia de geodésicas do tipo tempo, timelike
geodesics, a partir de um ponto no passado cos-
moldgico; o substrato cosmolégico é modelado por
um fluido perfeito 4-dimensional.

Tal hipétese coaduna com o principio cosmoldgico, pois
componentes viscosos, em principio, introduziriam dis-
torgoes no fluido que, para um intante ¢ constante, fariam
com que o setor espacial do espago-tempo apresentasse
diferentes aspectos em diferentes locais, contrariando o
principio cosmolégico. Ademais, esse postulado requer
que as geodésicas que representam as particulas do sub-
strato cosmoldgico em sua dinamica 4-dimensional nao
se interceptem, exceto para para um ponto singular no
passado e, também passivel de ocorrer, num ponto singu-
lar, de maneira similar, no futuro. Com isso, somente se
permite uma tnica geodésica para cada ponto do sub-
strato cosmoldgico, com uma tunica 4-velocidade para
cada ponto, sendo, entao, que o substrato cosmolégico
caracterizar-se-a pelas 4-velocidades de seus pontos e pela
pressao em seus pontos [também pela composigao do flu-
ido, por sua densidade de energia e pelo tensor métrico;
todavia, estamos por enfatizar a auséncia de compo-
nentes viscosos]. O movimento de galdxias individuais

nao obedece esses critérios, mas isso estda no dominio
de pequena escala para o substrato cosmoldgico, pois
os desvios desses movimentos individuais em relagao ao
movimento geral da dindmica cosmoldgica sao aleatorios
e menores do que um milésimo da velocidade da luz. As-
sim, os movimentos individuais das galdxias, em primeira
instancia, passam a ser despreziveis em relagao aos movi-
mentos relativos das galaxias entre si devidos a dinamica
cosmoldgica [de expansdo], estes ultimos compardveis a
velocidade da luz. Em outras palavras, os movimentos
aleatorios individuais podem ser desprezados em primeira
instancia, donde, entao, combinando com a observacao
de que o movimento cosmoldgico geral é o de expansao
relativistica, temos que a hipotese de Weyl parece real-
mente refletir a situagao dinamica dos pontos do sub-
strato cosmoldgico. Ainda, vamos deixar claro, sob forca
de hipétese, que modelaremos o universo sob a hipétese
de Weyl para quaisquer épocas, mantendo essa premissa
bastante conservadora e simplificadora, deixando para a
natureza, o universo, a responsabilidade de ratificar, ou
nao, os resultados que obteremos de nosso modelo que
possui, ab initio, tal hipdtese inclusa. Conforme vere-
mos, essa hipOtese e as demais construgoes que faremos
em nossa solugao, também ortodoxas e ratificadas exper-
imentalmente, levarao a corretas previsoes sobre o nosso
sistema, previsoes ratificadas pelas observacoes e em con-
sonancia com principios fisicos arraigados.

Dando continuidade ao desenvolvimento e a inves-
tigacdo que queremos fazer sobre o nosso sistema,
sendo que os ingredientes tedricos seguintes, nossas fer-
ramentas, estarao disponiveis para que construamos
matematica e consequentemente um modelo cosmoldgico
considerando esses principios que brevemente acabamos
de elencar, de modo, também, a dar suporte, o modelo, ao
principio cosmoldgico e a evolugao temporal do universo:
hé que se salientar que se utilizam definigoes, resultados
e objetos matematicos que residem na geometria diferen-
cial, uma vez que estao intrinsecos conceitos geométricos
nos principios cosmolégico e de Weyl, tais como ho-
mogeneidade, isotropia, congruéncia de curvas, hipersu-
perficies, dimensionalidade, geodésicas, entre outros que
se inserirao no transcorrer e que, também, de modo di-
reto ou indireto, estarao relacionados aos principios sim-
plificadores acima, devendo, assim, ter clarificadas suas
especificagoes, defini¢bes e escopo tedrico. Porém, como
este trabalho estd em fase de qualificagao para possivel
aceite como tese de doutoramento, aqui hd que se ir di-
retamente ao ponto, i.e., passando para o desenvolvi-
mento do resultado original que é pleiteado neste tra-
balho. Em outras palavras, estaremos utilizando ferra-
mentas e objetos matematicos ja arraigados, bem como
conceitos fisicos ja demonstrados e aceitos, os quais car-
regam grande complexidade, sendo, por isso, que elencar-
emos resultados tedricos intermediarios ja demonstrados
e amplamente aceitos na academia, sendo que dedugoes
que nao se fazem necessirias neste estdgio serdo omi-



tidas, pelo ponto de vista instrumental e pragmético,
pois tais resultados ja foram objeto de outras teses de
doutoramento, ja passaram pelo crivo académico e con-
stam nas bibliografias adotadas dentro da academia. Isso
quer dizer que, ainda que tais desenvolvimentos facam
parte da estrutura tedrica deste trabalho, intrinsecos,
estudados e entendidos pelo proponente deste trabalho,
eles nao necessitam de demonstragao, de discussao detal-
hada neste estagio, sendo que tais desenvolvimentos serao
inseridos e pedagogicamente desenvolvidos na forma fi-
nal da tese, caso aceita. Por exemplo, aceitaremos as
equagoes de campo da relatividade geral como o mod-
elo correto para a interagao gravitacional, porém nao as
vamos deduzir aqui. Os conceitos e objetos geométricos
que nelas se inserem, quando da relevancia e conexao di-
reta com este trabalho, serao explanados em detalhes,
mantendo sempre o enfoque pragmaético, dentro do ob-
jetivo da discussao que aqui fazemos, que é o de expor
e defender o argumento a ser defendido. Somente den-
tro das equagoes de campo da relatividade geral hd um
campo inteiro das matemaéticas, uma série de conceitos
e resultados intermediarios relacionados aos tensores e
ao ente que os prové, relacionados a variedade diferen-
cial, neles intrinsecos conceitos-chave de geometria difer-
encial, novas definigbes para a derivagao tensorial, obje-
tos definidos na variedade diferencial. Outro exemplo,
é a geometria que emerge das hipoteses que elencamos
acima, a qual passa a apresentar um elemento de linha
fundamental, de Robertson-Walker, como veremos, num
sistema de coordenadas especial para cobrir os pontos da
variedade diferencial, esta sendo fisicamente o substrato
cosmolégico, chamado que tal sistema de coordenadas é
o das coordenadas coméveis. Somente nessa ultima, frase,
hé conceitos geométricos importantes, como homogenei-
dade e isotropia, isometria, esta definida pela invaridncia
do tensor métrico, este definindo, através da nulidade de
sua derivada de Lie, sendo que a derivada de Lie tem sua
definigao na necessidade de se derivar tensores em virtude
de uma limitacao pela defini¢ao usual, um campo vetorial
no espago tangente da variedade chamado de campo de
Killing. Assim, se todos os conceitos intermedidrios uti-
lizados neste trabalho fossem deduzidos primeiramente,
para que somente depois passassemos ao ponto deste tra-
balho em si, que é expor o que queremos defender, es-
tarfamos nos desviando do tema e do propdsito do que
agora, neste estagio, deve ser feito. Assim, quando uma
ferramenta, um conceito, uma definicao, um resultado,
um ingrediente forem adicionados & linha argumentativa
que iremos expor visando o que queremos defender, nao
nos ateremos a demonstragoes inerentes ja arraigadas,
mas somente ao que de fato for relevante neste estégio,
sem, com isso, deixar de expor detalhadamente tais con-
strugoes de terceiros na versao final da tese aqui pleiteada
através dos argumentos e resultados originais aqui de-
talhadamente desenvolvidos, sendo esses ultimos os que
realmente devem ser objeto de crivo ao pleito. Feitas

essas consideragoes, continuemos.

A dinamica gravitacional, ou simplesmente a gravi-
dade: a geometrodindmica serd modelada pelas equagoes
de campo de Einstein de sua teoria geral da relatividade,
as quais, em unidades naturais, sao dadas por:

G/M/ - Ag;w = 87TT/1V7 (1)

onde G, é o tensor de Einstein, g,, o tensor métrico
(ou simplesmente métrica), T, o tensor de energia e
momento, sendo A a constante cosmoldgica, esta ultima
relacionada as propriedades de estado e composicao do
espaco vazio, como veremos. Mais sobre essa lei fun-
damental da fisica, Eq. (1), dentro do escopo que ora
estamos interessados, serd posto no seguimento; indices
gregos serao convencionados a variar de 0 a 3, relaciona-
dos as componentes espago-temporais dos objetos en-
volvidos; indices latinos variarao de 1 a 3, reservados as
componentes puramente espaciais dos objetos envolvidos.
Porém, aqui se fazem necessérios alguns comentérios. A
Eq. (1) é intrinsicamente nao linear. Assim, se estiver-
mos interessados em comportamento médio, relativo a
dinamica cosmoldgica e ao seu apecto mutuamente cor-
relacionado & geometria e a fonte intrinsecas, lados es-
querdo e direito da Eq. (1), ao partirmos de uma geome-
tria que encapsule os principios anteriormente delineados,
mormente o principio cosmolégico, esse tendo claramente
em si a tacita suposicao de que o comportamento médio
da distribuicao de energia e momento do substrato cos-
moldgico apresentard homogeneidade espacial intrinseca,
por construgao, partiremos de uma geometria que, em
si, j& encapsula essa propriedade ao resolvermos as Egs.
de campo, i.e., ao resolvermos a Eq. (1). Assim, o ten-
sor de energia e momento, lado direito da Eq. (1), ten-
sor esse passando a ter a forma definida pelo postulado
de Weyl, portanto a de um fluido perfeito, juntamente
com as propriedades de homogeneidade e isotropia que a
métrica encapsula, levard a uma solu¢ao da Eq. (1) que
nao necessariamente a mesma que se obteria partindo
diretamente da Eq. (1) com uma métrica completa, ou
perturbada, contendo em si termos relativos a anisotropia
e nao homogeneidade para que se efetudsse, a posteriori,
a média na solugao completa da Eq. (1). Isso dependeria
de quanto se discrepasse a solugao completa, posterior-
mente mediada, da solugao que se obtém pelo que, ab
initio, faz-se ao se levar o comportamento médio pronta-
mente inserido na forma do tensor métrico, viz., a partir
do elemento de linha de Robertson-Walker, como delin-
earemos. Portanto, ha dois pontos a serem asseverados:
estamos ortodoxamente considerando o que se obtém pelo
principio cosmolégico definindo a geometria, e isso é o
que se observa experimentalmente, i.e., o principio cos-
moldgico traduz-se matematicamente numa métrica me-
diada em escala suficientemente extensa que encapsula
homogeneidade e isotropia; uma solu¢ao completa a par-
tir de uma métrica perturbada que leve em consideracao
aspectos anisotrépicos e nao homogéneos, para que seja



posteriormente mediada em escala suficientemente ex-
tensa, nao deveria contradizer a solugao que se obtém
a partir da métrica de Robertson-Walker ja prontamente
mediada, pois esta ultima é tradugdao de um principio
que se ratifica experimentalmente, bem como se ratifica
a solucdo que a partir disso emerge, via Eq. (1), dentro
da validade do principio cosmologico em seu dominio de
escalas suficientemente extensas. Assim, se o principio
cosmologico realmente traduz uma descrigao apropriada
para o sistema fisico universo segundo a classe de obser-
vadores que o assevera, mantendo-se a homogeneidade
por ele apregoado ou sempre que tal descrigao for em
escala suficientemente extensa, a geometria acabard por
se traduzir no ortodoxo elemento de linha de Robertson-
Walker. Conforme dito de inicio, os desvios sao locais,
[aparentemente, pois a formagao de estruturas locais de-
pendem do espectro de poténcia associado a nao lineari-
dade intrinseca as Eqgs. (1)] aleatdrios e néo relativisticos
em relagao a dinamica cosmolégica. Voltaremos mais a
esse aspecto posteriormente, discutindo como a solucao
aqui obtida neste trabalho relaciona-se com esses aspec-
tos sutis da solucao ortodoxamente pautada sob a vali-
dade do elemento de linha de Robertson-Walker.

A homogeneidade é uma propriedade espacial, ver-
ificada em qualquer hipersuperficie de simultaneidade
tomada, i.e., para qualquer fatiamento de tempo con-
stante do substrato cosmolégico, sendo matematicamente
traduzida em termos de uma geometria (métrica) que é
a mesma ponto-a-ponto no setor espacial do substrato
cosmologico, i.e., no setor espacial da variedade difer-
encial, esta, no nosso caso de dimensao n = 4, sendo
que essa propriedade, homogeneidade, é uma propriedade
do sistema de coordenadas especifico que cobrira a var-
iedade segundo o principio cosmolégico. A homogenei-
dade se traduz por uma liberdade na escolha da origem
no setor espacial da variedade para o sistema de coor-
denadas que cobre a variedade diferencial e que emerge
das condigoes impostas pelo principio cosmolégico. As-
sim, isso estd atrelado ao principio cosmolégico, conforme
enfatizamos inicialmente, pois, para um instante cos-
molégico fixo, qualquer origem do setor espacial da var-
iedade deve apresentar exatamente os mesmos aspectos
geométricos, portanto a mesma geometria espacial crono-
logicamente fatiada. Uma variedade diferencial, no nosso
caso o substrato cosmoldgico, equipada com uma métrica,
portanto com uma geometria capaz de prover significado
fisico para medidas de distancia e tempo, é denominada
variedade Riemanniana. A homogeneidade néo significa
que a métrica tenha representagao invariante por uma
troca do sistema de coordenadas que cobre a variedade,
no nosso caso o sistema de coordenadas comdvel, mas
que, se passarmos para outro ponto da variedade, man-
tendo ¢, o tempo cosmoldgico constante, a geometria sera
dada pelo mesmo elemento de linha nesse outro ponto.
Assim, a métrica de Robertson-Walker, a ser elencada em
seguida, é construida sob a hipdétese de homogeneidade

(e isotropia, que comentaremos em seguida) no sistema
de coordenadas comével para cobrir a variedade, sistema
esse em que os rétulos espaciais, i.e., as coordenadas
espaciais de cada um dos pontos da variedade diferen-
cial, mantém-se constantes, viz., qualquer ponto da var-
iedade em si terd coordenadas espaciais constantes no sis-
tema de coordenadas comével, sendo que qualquer ponto,
num mesmo instante, poderia ter sido escolhido como
origem, descrevendo instantaneamente as mesmas pro-
priedades cosmolégicas nesse mesmo instante, inatante
por instante, em virtude de homogeneidade. Para eluci-
dar, usando-se o sistema de coordenadas comével para co-
brir a variedade, um féton que se propague pelo universo,
passa por diversos pontos da variedade, sendo que cada
componente espacial de cada um dos pontos da variedade
pelos quais o féton passou continuard tendo sempre suas
respectivas coordenadas espaciais com os mesmos valores
ad infinitum no tempo, mesmo apds o féton ja ter pas-
sado por esses pontos da variedade. Nao haverd, pela
descrigao via sistema de coordenadas comoveis, referen-
ciais em que as coordenadas espaciais dos pontos da var-
iedade em si, i.e., do substrato cosmolégico, variem, nao
que isso nao pudesse ser feito, mas pelo que o principio
cosmologico acaba por definir um sistema de coorde-
nadas para cobrir a variedade em que a homogeneidade
espacial subsiste; a componente temporal, cronolégica,
desses pontos pelos quais o féton passou em sua viagem
sempre mudarao com o tempo. Diferentemente do que
ocorre em relatividade restrita, em cosmologia, é possivel
definir uma simultaneidade global para todos os obser-
vadores que se movem segundo as geodésicas comoveis
que rotulam a variedade. Em cosmologia nao se definem
as coordenadas dos observadores comoveis segundo um
movimento relativo desses observadores entre si, mas se-
gundo seus movimentos de fato, e esses movimentos se
dao segundo a proépria dinamica cosmoldgica desses ob-
servadores comdveis (= préprios pontos da variedade),
dinamica essa que é posta segundo o postulado de Weyl.
Assim, a cada instante, todos os observadores comoveis
possuem a mesma coordenada temporal, sendo que h4,
entao, uma unica coordenada temporal cosmoldgica para
todos os pontos da variedade, para todos os observadores
comoéveis. Isso discrepa do que acontece, por exemplo,
no caso da relatividade restrita, onde diferentes obser-
vadores léem suas coordenadas temporais em fungao dos
seus movimentos relativos em relagao a um dado obser-
vador em seu referencial inercial. Nesse aspecto, vemos
a simplicidade inerente & cosmologia a que nos referimos
de inicio, dado que uma transformacao entre dois ob-
servadores coméveis quaisquer serd uma transformagao a
trés parametros, a diferenca em suas origens espaciais so-
mente, enquanto, num caso geral em relatividade restrita
em que se relaxa a sincronizagao mutua inicial, levando
ao grupo de Poincare, terfamos uma transformacao a dez
parametros, duas transformagoes de Euler para alinhar
o eixo Oz a diregao de velocidade relativa do outro ref-



erencial, mais um boost para coincidir com um sistema
em repouso em relagao ao segundo sistema, mais trés
rotacoes de Euler para alinhar os eixos espaciais dos dois
referenciais mutuamente, e mais quatro translacoes, uma
temporal e trés espaciais para dar conta da nao canon-
icidade inicial em relagao ao grupo de Lorentz. Assim,
ratificando para o nosso exemplo do féton em propagagao
pelo universo, tal féton evolui espago-temporalmente pela
variedade ao longo sua geodésica prépria do tipo nula,
null geodesic ou light-like geodesic, passando por pon-
tos diferentes da variedade em instantes diferentes, esses
pontos da variedade estando em suas préprias geodésicas
do tipo tempo segundo a hipotese de Weyl, sendo que,
a cada instante, esse foton tem sua coordenada espaco-
temporal concordante com a do ponto da variedade pelo
qual estd momentaneamente passando, mas feito isso, o
ponto da variedade que ficou para tras continuard com
suas coordenadas espaciais, seus rotulos espaciais, com
esses mesmos valores de rétulo ad infinitum, excetuando-
se a componente temporal, cronolégica, desse ponto deix-
ado para tras pelo féton, que evolui, sendo essas ultimas
as coordenadas que cobrem a variedade. E importante
salientar que, naturalmente, num outro sistema de co-
ordenadas de cobertura que nao as comdveis, a métrica
estaria rotulada de outra forma, em fungao desse outro
sistema de coordenadas, mas ainda seria o mesmo objeto
geométrico, uma vez que é um tensor. O fato de uti-
lizarmos o principio cosmoldgico, pelo viés observacional,
estd alicercado na maneira como observamos o universo,
que se mostra homogéneo e isotrépico, mas, nisso esta
intrinseco o fato de estarmos observando o universo de
um sistema de coordenadas comovel, ou seja, como de
fato nos movemos no fluxo dinamico cosmoldgico. As-
sim, as propriedades de homogeneidade e isotropia nao
sao absolutas, nao sao propriedades tensoriais, nao sao
invariantes geométricos, sendo que se verificam tao so-
mente no sistema de coordenadas comével. O sistema de
coordenadas comovel é posto tao somente por um critério
que nasce com a revolugdo copernicana, filosoficamente
dentro da evolugao epistémica da fisica, permeando o
campo das idéias mais avancadas que sobrevieram junta-
mente com suas ferramentas mais complexas, porém, sem
deixar de estar atrelado a esséncia da fisica como disci-
plina experimental pelo que as observacoes astronomicas
de homogeneidade e isotropia, muito principalmente pela
contribuicao de Penzias e Wilson para a conceituagao do
critério para tais medidas, a radiacao césmica de fundo,
o principio cosmoldgico passa a ser experimentalmente
plausivel e ratifica o nosso real estado de evolucao di-
namicamente cosmoldgica como sendo realmente a de
observadores comoveis em uma das infinitas geodésicas
do feixe de geodésicas assumido no modelo que constru-
iremos através desse componente importante posto pela
hipétese de Weyl. O elemento de linha de Robertson-
Walker que elencaremos em seguida tem encapsuladas es-
sas propriedades, enfatizamos, mas tao somente pelo que

esse elemento de linha, a diagonal do tensor métrico, esta
escrito no sistema de coordenadas que se escolhe para
cobrir a variedade, o comédvel, o que é natural do ponto
de vista fisico, uma vez que é numa origem desse sis-
tema de coordenadas que residimos, assim como qualquer
outro observador no universo também acabarad por estar
residindo numa outra igualmente caracterizada origem
de um sistema de coordenadas comével. O fato de que
a métrica possa ter aspectos diferentes, ou melhor, de
que possa ser diferentemente escrita em outro sistema
de coordenadas que nao o de coordenadas coméveis, nao
a torna outro objeto, nao implica que outro universo
passou a estar sendo estudado, mas tao somente que o
mesmo objeto geométrico, o tensor métrico, pode passar
a ganhar nova rotula¢do, novos nomes para suas com-
ponentes, i.e., que outro sistema de coordenadas, outro
coordinate patch, pode vir a ser adotado para escrever a
métrica. Pelo principio geral da relatividade, todos os ob-
servadores sao equivalentes e, se fossemos, por exemplo,
algum outro objeto fisico que nao estivesse sob o comovi-
mento cosmoldgico que de fato estamos, com esse objeto
movendo-se relativisticamente em relacao a Terra, por
exemplo, i.e., em relagao a um observador comével, muito
provavelmente admitiriamos um outro sistema de coorde-
nadas para cobrir a variedade cosmolégica, descrevendo
o tensor métrico com outras varidveis diferentes das uti-
lizadas no elemento de linha de Robertson-Walker, sem
que isso significasse uma outra geometria, um outro uni-
verso, simplesmente que nao postulariamos homogenei-
dade e isotropia, pois nao as observariamos, mas, com
certeza, obteriamos covariantemente as mesmas leis da
fisica sob forma tensorial, pois as Eqs. de campo seriam
as mesmas dadas pela Eq. (1). Por isso, ndo hd nada de
absoluto em homogeneidade e isotropia, e com isso vem
a nao covariancia da radiagao césmica de fundo como
homogénea e isotrépica, pois, por exemplo, os neutrinos
podem muito bem discordar de nds sobre isso em virtude
de seu movimento nao comovel, ainda que obedegamos as
mesmas leis da fisica conforme postula o principio geral
da relatividade encapsulado na Eq. (1). J4 a isotropia é
matematicamente traduzida em termos de uma falta de
direcoes privilegiadas, também espacialmente falando.

Essas duas caracteristicas acabam por levar & consid-
eracdo de espagos equipados com curvatura constante K.
A partir de um teorema da geometria diferencial, o teo-
rema de Schur, um espaco n-dimensional R", n > 3,
no qual uma 7-vizinhanga tenha isotropia V pontos per-
tencentes, terd curvatura constante K por toda a viz-
inhanca 1. Como estamos considerando, espacialmente,
isotropia global, entao K deve ser constante em todos os
pontos do setor espacial do substrato cosmolégico. As-
sim, a isotropia local ponto-a-ponto nos fatiamentos de
t constante, no setor espacial da variedade cosmoldgica,
leva a homegeneidade, levando & mesma curvatura. De
outra forma, os pontos do setor espacial do substrato
cosmologico, i.e., os pontos dos fatiamentos a ¢ constante



do substrato cosmolégico, nao seriam geometricamente
idénticos, contrariando o principio cosmoldgico. E natu-
ral, assim, que se construa o tensor de curvatura, i.e., o
tensor de curvatura de Riemann Rp.q, para um 3-espaco
que apresente isotropia e homogeneidade, simplesmente
a partir do tensor métrico do setor espacial ggp, i.e.:

Rabcd =K (gac 9vd — Yad gbc) ) (2)

pois uma dependéncia nas derivadas do tensor métrico
encapsularia mudancgas de geometria ponto-a-ponto no
setor espacial, contrariando homogeneidade e isotropia.
Escrevendo o 3-escalar de curvatura para esse espaco:

3R = gabRab = gabngRdacb

= gabng {K (gdc Gab — Gdb gac)}

= K (9"°9°9ac gab — 9°°9°*9ab Gac)

K (51— o05)
— K(3x3-3)=0K.

Para que se defina um elemento de linha que encap-
sule as propriedades de isotropia e homogeneidade re-
queridas pelo principio cosmolégico para o setor pura-
mente espacial, invocamos primeiramente isotropia es-
pacial. A isotropia espacial significa que, uma vez que
se escolha uma origem O num dado ponto do setor pura-
mente espacial do substrato cosmolégico, nao se inferirao
diregoes privilegiadas em torno de O. Assim, um ponto
P a uma distancia puramente espacial OP a partir de
O pode ser considerado como sendo qualquer ponto so-
bre uma superficie esférica S?(r) centrada em O e tendo
raio d, = OP. Essa superficie esférica define simetria
esférica para P em relacao a origem O, sendo que essa
superficie esférica pode ser coberta por uma colecao de
pares ordenados (6, ¢), sendo esse par inicialmente ar-
bitrario em virtude de isotropia, i.e., a orientagao da
superficie esférica centrada em O em relacao a um ob-
servador em O ¢é totalmente arbitraria em virtude de
isotropia. Uma vez definido um plano equatorial que
passe por O, sendo que qualquer plano pode ser igual-
mente definido passando por O em virtude de isotropia,
pode-se definir a perpendicular a esse plano baixada de
P, perpendicular essa que intersecciona o plano equato-
rial em, digamos, Q. Define-se um eixo pertencente ao
plano equatorial ao longo de OZ), definindo ¢ = 0 para
o angulo entre OQ e o eixo costruido com diregao O_Q.
Agora, define-se um eixo perpendicular ao plano equato-
rial, cortando esse plano em O, sendo tal eixo dextrogiro
em relacao a rotagoes ¢ positivas em torno desse eixo, es-
tando, também, esse eixo direcionado ao longo da direcao
O}B, sendo R definido como sendo o ponto de intersecgao
entre esse eixo dextrogiramente contruido e a paralela ao
plano equatorial baixada de P a R. O angulo entre OP e
OR define 6. Fixa essa construgao, i.e., os eixos e angulos
conforme definidos, os demais pontos em S?(r) passam a
ter coordenadas esféricas ordindrias para um dado r fixo,

S%(r) = (6, ¢); notar que os demais pontos P’ € S*(r)
a serem rotulados por (,$) nao terdo mais necessaria-
mente OQ (OQ' para P’) e OQ definindo ¢’ = 0, pois
O_Q ja fora definido e passa a estar fixo. Note-se que tal
construgao tem degeneracao intrinseca nos pdlos, sendo
que isso nao é uma falha do conceito de isotropia, mas
do patch de cobertura utilizado para sua implementagao.
Tal degenerescéncia é prontamente removida pela uti-
lizacao de patch cartesiano, por exemplo. Manteremos a
cobertura do setor puramente espacial por coordenadas
esféricas, mantendo em mente o detalhe relacionado aos
polos. Assim, para um dado r, os pontos em S?(r) sdo
cobertos por:

0<0<m — < p<m.

Portanto, o elemento de linha elementar num ponto P
sobre a superficie de S?(r) é dado por:

do® = r%d0? + r?sin? 0 dp>.

Quanto a um deslocamento radial elementar que se dé
nesse ponto P numa mesma direcao radial, a isotropia
requer que o mesmo independa da direcao, i.e., que in-
dependa de 0 e ¢. Porém, somente por isotropia, esse
deslocamento elementar radial pode depender da posigao
radial especifica do ponto P. De mesma lide, a distancia
puramente radial d,, = OP nao pode depender de direcao
especifica em virtude de isotropia, porém essa distancia
pode ser funcao da coordenada radial r, sendo, entao,
que o requisito de isotropia permite geometrias nao eu-
clidianas para o setor puramente espacial:

(8d)* = f2(r) (6r)°, 3)

onde f2(r) retorna um niimero real estritamente positivo,
sendo f2(r) uma funcio da posicdo radial r a ser deter-
minada. Note-se que a interpretacao OP = r somente
serd valida para geometrias euclidianas no setor espacial,
uma vez que um segmento da geodésica ordinaria euclid-
iana, um segmento de reta de O a P, nao se verificara
em geometrias ndo euclidianas. O conceito de reta terd
de ser substituido pelo conceito de geodésica, esta como
sendo uma curva a um parametro definida conveniente-
mente segundo algum critério definidor para esse tipo de
curva. As geodésicas desempenharao papel fundamen-
tal em nossa andlise, sendo que ja nos ateremos a essas
curvas no seguimento. Portanto o elemento de linha ele-
mentar para o setor puramente espacial torna-se:

do? = f? (T)dr2 +7r2d6? + 2 sin? 0 dp?. (4)

Note-se que esse elemento de linha nao pode admitir
termos cruzados do tipo drdf e/ou drd¢, pois, tal ele-
mento nao deve ser afetado por uma transformagao do
tipo 0 - m—60 e ¢ = —¢, dado que r e nao se altera
em tal transformacdo, bem como r2d#? + r2sin® 6 dp?,
sendo tal configuragao totalmente equivalente & anterior.



Termo cruzado do tipo dfd¢ nao é compativel com o el-
emento de linha parcial 72d6? + r2 sin? § d¢? advindo de
isotropia. Para obtermos f2(r), recorremos & homogenei-
dade. Na obtencao do elemento de linha dado pela Eq.
(4), recorremos a uma origem O do setor puramente es-
pacial geometricamente definido pela Eq. (2). Assim,
o 3-escalar de curvatura deve ser constante em virtude
da aplicagao concomitante de homogeneidade, i.e., nao
deve haver nada de especial com a origem escolhida O
em virtude do principio cosmolégico. Assim, devemos
calcular o 3-escalar de curvatura para a métrica g, do
setor puramente espacial dada pela Eq. (4), viz.:

gap = diag [f?(r), 7%, 7% sin” 0] . (5)

Contudo, tal calculo ficarda muito mais simplificado com
a utilizacao de geodésicas. Essa técnica para a obtengao
dos elementos da conexao afim I'f, do setor puramente
espacial requeridos para o cdlculo do tensor contraido
de curvatura, tensor de Ricci, levando ao 3-escalar de
curvatura para o setor puramente espacial, é geral e
também sera utilizada posteriormente para a obtencao
das Eqgs. diferenciais cosmoldgicas a partir da métrica
cosmologica completa que estamos deduzindo. Assim,
faremos uma pausa para que se introduzam a definigao
de curvas geodésicas e os seus objetos matematicos rela-
cionados.

Para que definamos curvas em geral numa variedade
de dimensao n, temos que especificar suas n coordenadas
a um paramtero. lL.e., uma curva numa variedade de di-
mensao n sera:

C=8":2%=2%(u), (6)

ficando técito que a € {1,2,--- ,n}. Uma superficie tem
m graus de liberdade, sendo que, particularmente, uma
curva tem 1 grau de liberdade, seu paramtero real u. Ha
uma classe especial de curvas chamadas de geodésicas.
No espago euclidiano ordinario, as geodésicas sao retas
nesse espaco. Nesse espago, uma curva que nao seja
uma reta nao tera seus vetores tangentes paralelamente
propagados neles mesmos, sendo tal propriedade vélida
para as retas. Em outras palavras, no espago euclidiano
ordindrio, se tomarmos, por exemplo, uma parabola e
um dos vetores tangentes a essa parabola num de seus
pontos e efetuarmos um transporte paralelo desse vetor
(mantendo fixa a sua inclinagdo - o que pressupde uma
reta de referéncia) ao longo da pardbola, ndo se man-
terd o vetor tangente transportado ao longo da curva
paralelo aos demais vetores tangentes a curva em cada
um de seus pontos, pois tal curva, particularmente essa
parabola, nao é uma reta. Também, no espaco euclidiano
ordindrio, dados dois de seus pontos, arbitrarios, a curva
que liga esses dois pontos mantendo seu comprimento

total estaciondrio (no caso minimo) é uma reta. Porém,
se o espaco for nao euclidiano, isso pode nao ocorrer.
Referéncias globais que sao tomadas num espacgo euclid-
iano, como uma reta em toda a sua extensao, podem
falhar drasticamente em espacos ndo euclidianos. Alias,
uma variedade de dimensao n somente se parecera lo-
calmente com um espago euclidiano ordinario de mesma
dimensao, sendo essa a maneira usual de se referir a uma
variedade. Contudo, em uma variedade, ainda que os ob-
jetos linhas retas falhem por existir, havera seus objetos
andlogos, as geodésicas. Por construc@o, para verificar-
mos se uma curva é uma geodésica em uma variedade,
teremos que verificar como se propagam seus vetores tan-
gentes ao longo dessa curva. Analogamente ao caso eu-
clidiano ordinario, uma geodésica em uma variedade sera
uma curva tal que seus vetores tangentes sao propaga-
dos paralelamente a si mesmos ao longo da curva. Tais
geodésicas assim definidas sao denominadas geodésicas
afins. Podemos verificar que tal processo pressupoe con-
strucdo de processos como transporte paralelo (no caso
de vetores) e que tal processo nao pode ser levado a cabo
simplemente se tomando uma reta de referéncia como se
faz no caso euclidiano ordinario de modo global, pois,
conforme caracteristica de uma variedade, tal entidade
matematica, a variedade, somente se parece localmente
com um espaco euclidiano ordinario de mesma dimensao.
Podemos esperar que necessitemos comparar dois ve-
tores, o propagado ao longo de uma curva e o tangente
em ponto subsequente da propagagao, etapa por etapa
da propagagao, infinitesimalmente, para que verifique-
mos a proporcionalidade entre esses vetores com a finali-
dade de caracterizar, ou nao, tal curva como sendo uma
geodésica afim. O processo de transporte paralelo em
uma variedade levard a necessidade de um novo processo
de diferenciacao. Isso ocorre por que um tensor, conse-
quentemente um vetor contravariante, ou simplesmente
vetor, é um objeto que é definido em uma variedade, em
uma variedade diferencial, com rigor, de modo a carregar
em si proprio a regra de transformacao de coordenadas
de cobertura e, também, sua representagao no antigo

patch de cobertura, viz., um campo tensorial T%llgzgj

de tipo ou valéncia (p, ¢), com posto contravariante p e
posto covariante g, definido sobre os pontos de uma var-
iedade M™ de dimensao n, sdo objetos que tém suas nP*4¢
componentes transformadas quando de uma mudanca de
coordenadas na representacido da variedade (mudanca
de coordinate patch de cobertura na variedade para a
mesma regiao anteriormente coberta, i.e., nao estamos
nos referindo a uma mudanca entre patchs simultaneos
que cobrem regioes diferentes em virtude de limitagao
nesses patches e que se entrelagam na regiao de overlap)
segundo a forma:



T/a1a2~~a Ox'*r Jx'2 or' 9rdr 9o

5152"'/611 = 61‘71 ax’YQ

donde a adicao e subtragao de campos tensoriais:

fapo o lap o
<T6162 + X 5.6, Bq>

geram tensores somente por que esse Processo 0OcCorre
em um mesmo ponto da variedade, sendo que, para o
nosso processo de diferenciagao, subtraem-se dois ve-
tores, X< (xﬁ + 5x5) e X¢ (:17'8), em pontos distintos da
variedade. Tal processo novo de diferenciacao é o que
se denomina diferenciacdo covariante, sendo que o de-
vemos definir. O processo de diferenciagdo covariante,
ou derivagao covariante, requer, por construgao, um ob-
jeto ndo tensorial que se denomina conexdo afim. As
geodésicas que sao definidas pelo processo de transporte
paralelo que se d4 ao longo dessas curvas de modo a man-
terem inalterados seus vetores tangentes nesse processo,

z., de modo a darem suporte para o processo covari-
ante de transporte de seus vetores tangentes ao longo de
si mesmas, sao denominadas afins pelo que o processo
de transporte carrega em si, por construgao, a derivacao
covariante, e esta a conexdo afim. Também h& como se
definir geodésica do ponto de vista variacional, conforme
citado para o caso de uma reta euclidiana ordindria,
essa sendo condicao necessaria para a estacionariedade
do comprimento total de tal curva (no caso, uma minima
acao para o funcional de Lagrange definido pelo com-
primento de arco elementar euclidiano) entre dois pon-
tos arbitrarios do espago euclidiano ordinédrio. Para as
geodésicas assim definidas numa variedade, o processo de
célculo variacional é andlogo ao que € feito no caso euclid-
iano ordindrio, sendo a diferenca em relacdo ao caso eu-
clidiano ordinério encapsulada na diferenca entre o tensor
métrico do caso euclidiano e o do que vier a equipar uma
variedade nao euclidiana especifica. Porém, ha que se en-
fatizar que as geodésicas afins nao sao necessariamente as
geodésicas métricas obtidas pela condigao de estacionar-
iedade, sendo que as duas somente concordarao quando a
conexao afim for tomada como sendo a conexao métrica
dada pela contracao pelo tensor métrico dos simbolos
de Christoffel de primeiro tipo. Esses jargoes ficarao
claros no seguimento. Para finalizar este paragrafo antes
que nos adentremos na obtencdo das geodésicas afins
e métricas, ressaltemos que essas curvas sao absoluta-

' ox e 61"51 ax/52 o
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mente importantes, tanto do ponto de vista matematico
enquanto técnica para a obtengao de objetos relaciona-
dos & Eq. (1), quanto fisicamente; nessa esteira, par-
ticularmente, pela presenca dessas curvas na enunciagao
da hipdtese de Weyl (aqui, as geodésicas afim e métrica
sao idénticas, pois a conexao métrica é assumida, até pelo
que se faz necessario para que haja significagao fisica para
medidas de distancia e tempo no fluido cosmoldgico).
Consideremos uma variedade diferencial M™ de di-
mensao n, i.e., uma entidade matematica, ou ainda, um
espago matematico de dimensao n que se parece local-
mente com o espago euclidiano ordindrio R™ de mesma
dimensao. Consideremos um campo vetorial V¢ con-
travariante definido nessa variedade, ou melhor, definido
nos espagos tangentes Tp(M™) nos pontos P da var-
iedade onde se localizam os vetores de tal campo ve-
torial contravariante V. Suponhamos que a variedade
possua um patch de cobertura, i.e, um sistema de co-
ordenadas que cubra os pontos da variedade ou, caso
haja limitagao, um atlas de patches coordenados para
as regioes de cobertura, sendo assim, que se encontre a
variedade suficientemente coberta por um atlas. Consid-
eremos agora um ponto P na variedade, ponto esse de
coordenadas 2 + §2° e préximo a um ponto O de coor-
denadas . Obviamente, os indices contravariantes a e
(8 somente rotulam as n coordenadas, do campo vetorial e
dos pontos na variedade, respectivamente, variando de 1
até n (aqui adotaremos a primeira coordenada com rétulo
1, e nao zero, somente pelo que estamos fazendo uma di-
gressao matematica; mais adiante, em dimensao n = 4,
no nosso caso fisico, rotularemos de 0 a primeira coor-
denada temporal como de praxe). Assim, até primeira
ordem, V* em P é dado por:
Ve (J}B + 51’6) = Ve (xﬁ) + 6V« (xﬁ)
= V* (27) + 6205V,  (9)

onde estamos sob a convencao para somatorios de Ein-
stein, asseverando; as derivadas parciais sao avaliadas em



O, viz., em (:Cﬁ); dp = 0/02P. A variagao SV (wﬁ) do
campo vetorial V¢ (335 ):

ove (xﬁ) = 629V =V (mﬁ + 5:10[3) -V« (xﬁ)
= Vip = V%o, (10)

conforme discutimos anteriormente, nao é tensorial, pois,
pela Eq. (8), essa diferenga deveria ser calculada em
um mesmo ponto da variedade. Podemos pensar que ha
como contornar essa dificuldade pelo transporte do vetor
V|, para o ponto P, de modo a efetuarmos a subtragao
entre o vetor V|, ja em P pelo vetor transportado.
Tal operagao seria somente a reprodugao do vetor em O
no ponto P, porém no sentido de que se requeira que a
operagao limite dz¢ — 0, tomada sobre:

Ve =V op _ Ve (2P +627) — Vo p ()
oxe oxe ’

seja tensorial. Para isso, defina-se:
V9o p =V (27) + 6,V (a7), (12)

e, usando as Eqgs. (9), (10) e (12), requeira-se, entao,
a tensorialidade para o processo limite dx¢ — 0 tomado
sobre a Eq. (11). viz., requeira-se tensorial a razao:

Volp = Vlop _

oxe
_ [V @f) +ove (@f)] — [V (@) + 6V (27)]
oxe
_ Ve (@) =g v (2f)
o ox€
Y @ __ o xﬁ

Tal transporte vetorial segundo esse mecanismo é o que
se denomina transporte paralelo vetorial elementar em
uma variedade. No transporte paralelo elementar de um
vetor nele mesmo, i.e, aqui, quando §z8 =0, requerer-se-
a o ve (wﬁ) = 0; também se requererd que o transporte
paralelo elementar de um vetor nulo gere um vetor nulo.
Tais requisitos, ainda que sejam por forca de hipdtese, sao
evidentemente razoaveis. Em virtude desses dois requisi-
tos, para que se verifiquem, aqui se introduzem os fatores
de proporcionalidade, i.e., define-se o objeto matematico
conezao afim I'g, (x‘;), viz., definem-se n? funcoes na
variedade diferencial:

ove (:E‘S) = -Tg, (x5) VA (:c‘s) ox”, (14)

onde o sinal negativo é simplesmente convencionado por
conveniéncia de forma para a definicao da derivagao co-
variante que faremos no seguimento. Define-se entao a
derivada covariante V. V< (xﬁ) de um campo vetorial
contravariante V* (27) pelo processo limite:

VoV (zf) = lim Ve = Vooop,

dx€—0 oxe (15)

Em virtude das Egs. (13) e (14), reescrevemos a Eq.

(15):

10 a « 5
V. Ve (mﬁ) = lim 0270,V W (ac )
dx¢—0 oxe
. 0xV0,VH+ TG (22) VP (29) 627
= lim J
dx€—0 oxe
ox" o 0z
= S0V + 52T, (2°) VP
= 570,V (2°) + 671G, (2°) VP

= 0.V (2°) + T4, (2°) V7. (16)

Portanto, a derivada covariante de um campo vetorial
contravariante é dada por:

VV* =09 V*+Tg V7, (17)

ficando tacito que o campo V¢, as derivadas e a conexao
afim s@o todos calculados num ponto O, (z®), arbitrario,
da variedade coberta por um sistema de coordenadas x®.
Note-se que o indice da componente especifica segundo
a qual a derivada covariante estd sendo tomada, €, na
Eq. (17), estd na segunda posicdo covariante de I',.
Aqui, ainda ndo ha suposi¢do alguma em relacdo a sime-
tria nesses indices covariantes de I'5.. Fazemos agora
a imposicao para que V.V seja um tensor de valéncia
(1,1), i.e., posto contravariante 1 e posto covariante 1,
em decorréncia desse requisito (tensorialidade) para a Eq.
(13), conforme o propdsito original que ensejou tensori-
alidade para o processo limite tomado sobre a Eq. (11).
Portanto, temos que:

V, Ve = 0,V 4T,V

0 oV ox'c
_ Y ya a B8 i a 178
o 81:7‘/ 5,V = ox'e Ox7 +T5,V
02’ 0 [0x% s o B
= G (V) +1av
8ZE/6 82"17& 185 al'a 6 18 o 3
= o <8$’58x’5 B ax/ev ) +15,V
8:.5’6 8235& 15 afl;’e al’a 1118
= re vo
ox" ax’éam’ev + oxY 833’586‘/ 15,V
_ oz'c 0%z oz’ Ve 0’ 9z s N
0x" 0z'99z’e \ OzP Ox" Oz'% ¢
+Ig,v?
ox'c dx'®  H2x~ oz'c Oz
_ B YL /Y10
Ox" OxP 8x’58m’fv + ox" Oz'® aV"+
+15,v°
020z, s
= G a0V T
6.23’6 3x/5 8233&
re s
<8x7 027 w0z BW) v
(18)

donde, uma vez que se deve transformar, V., V¢, tenso-
rialmente, em virtude da Eq. (7):
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ox'? Ox™ vV ox'c Ox™ P ox'c 9z’ 9%x™ Lre Vv
dxy Oz ¥ Oz Ox'0 "¢ Oz 9P Ox'%0x'e P
ox' 9z gy e = 0x'c 9z~ P ox'€ 92" §%a™ e Y vP o
dxY  Ox'd 7% % Oz 0x'9 € Oz 0P dx'®0x'e B
ox'? Ox™ PR 0x'% 0x® s, 0x'° Ox® ey ox'c dz'%  9%x™ Lo Y VP
drY Oz % OxY 0x/0" ¥~ JxY Jx’d € Oz 9P Ox'%dx’e el
oz'c  Oz® IV 0x'% 0x® 5, Ox'° Ox® PR Ox'€ 92" 9%a™ Lre Vv
dxY 00 C oxY 0x'd " Y JxY dx’d € Oz 9P Ox'®0x'e B
ox'?  dx° 8 e — ox'€ 9z’ 9%a e Y ve o
dxy 9x'd ¥ OxY OxP Ox¥dx' By
ox'¥ Ox™ 5 0r'c Ve ox'c 0x'%  9%x™ Lo )y (19)
drY  0z'0 ¥ OxP Oz 9P Ox'%0x’e P '
[
Como as n componentes V< sdo arbitrarias, pois o ve- lente. Para tal, notemos que:
tor contravariante é arbitrdrio, com a Eq. (19) sendo
verdadeira nao apenas para V* = 0 Vo € {1,2,--- ,n}, o Oxz%  Ox® oz’
temos que a conexao afim I'j. transforma-se segundo a YT 9z 9z Oz’
regra:
donde:
0x® Ox'c 92'¢ s 0x'% 0x' O%x™
a 6 )
Py 9a’® 9B Bz TP 9xP dxY Dxddx’’ (20) iaa = 0 (0« 92" =0
oxf 7 OxP \ 9z’ Dz
donde vemos claramente que esse objeto nao é um ten- 0r 924 220 9z’
sor em virtude do termo extra, segundo termo no lado = 5B 55 D
direito da Eq. (20), termo esse que faz a conexao afim 0z 8270z 0P 9z Oz
transformar-se por forma distinta da forma pela qual se portanto, alcanca-se:
transformaria um tensor do tipo (1,2) dada, também,
pela Eq. (7). E usual definir um objeto que se trans- 22 9x'd o9 922'%
forma pela regra dada pela Eq. (20) como sendo uma 9P 9 9z 9xPor’
conexao afim. Porém, isso se define colocando-se a Eq.
numa forma um pouco diferente, ainda que equiva- e a partir do que se escreve:
20 f diferente, aind i tir d
J
Pz 0 0x'c 500’ 0%z O[5 O [(0x™\ 0x2/°]  Ox 5 oz’ 9
0xPOx'0 Ox'e z7 € OxY OxPOx’® Oz | C0x'e \Ox0 ) 0zP | 0z \ € 0zP Oz'90x’¢
oz'e (0z2'? 9%x oz® 0%z
027 \ 9xP Ox'edx’e ) Ox'd 0xPOx’
[
ie. conexao afim) em uma variedade diferencial:
axlé ar'e 92z _ _axa 8217/6 (21) . ox® Ox'€ Ox'* s ox® anI(S 22)
OxP Oz Ox'¥0x' Ox'® 0zPox’ BY T 928 9P dxy T P T 92’0 HxPox’ (

onde simplesmente renomeamos para ¢ o indice mudo ¢
ao reescrevermos o lado esquerdo da Eq. (21) a partir da
Eq. subsequentemente anterior. Inserindo o resultado
da Eq. (21) na Eq. (20), chega-se & forma usual pela
qual se transforma uma afinidade (ou simplesmente uma

quando de uma mudanca de coordenadas de cobertura
para a variedade. Seguindo o mesmo comentario que
tecemos acima sobre a nao tensorialidade de uma conexao
afim, o mesmo se conclui pela presenca do segundo termo
no lado direito da Eq. (22). A auséncia de tal termo



faria com que uma conexao afim se transformasse como
um tensor de valéncia (1,2), viz., com posto contravari-
ante 1 e posto covariante 2, mas nao é o caso de sua
definigao. Conforme dissemos, qualquer quantidade que
se transforme conforme a Eq. (22) é o que se denomina
uma conexao afim, sendo que uma variedade diferencial
equipada com uma conexao de tal tipo, sendo tal conexao
continua, denomina-se variedade afim (affine manifold).
O segundo termo nao tensorial do lado direito da Eq.
(22) é esperado, uma vez que o mesmo adveio de uma
necessidade de se definir uma diferenciacdo como sendo
tensorial, sendo tal termo compensatério em virtude da
nao tensorialidade da derivada ordindria, o que pode ser
verificado trivialmente:

0 [0x*
_ B8
oz (83@’5 v )

0 (024
- ( V)@m

Ox'% \ Ox'P
0%z ,ﬂ(“)x’5 ox® 02", 3
- 833’58x’ﬂv ox" + ox'8 oz %V, (23)

o, Ve =

axlé

ie.:

x> 9z’0
0x'90x'B Oz

5
— y%aﬂ/’ﬁ +

B8
0x'8 Oz v

o,V (24)
é claramente nao tensorial em virtude da Eq. (7). O
transporte paralelo de tensores terd aplicacao fundamen-
tal, pois estaremos interessados em sua aplicacao ao ten-
sor de energia e momento, viz., na dita forma tensorial
a encapsular a covariancia da conservacao de energia e
momento que se poe pela anulagao de sua derivada co-
variante. Tal aplicacdo e interpretacao é profunda e leva
a consequencias globais para o substrato cosmolégico.
Nés voltaremos aos aspectos covariantes do tensor de en-
ergia e momento em breve, todavia queremos aqui en-

J

P oxlon L 9l
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fatizar que a derivada covariante deve ser generalizada
para que a possamos instrumentalizar no contexto do
tensor de energia e momento, dado que aqui apenas
nos ativemos a definigao dessa derivagao para o caso de
um vetor contravariante. Poderiamos nos concentrar na
generalizagao da derivacao covariante para tensores com
valéncias respectivas as que posteriormente utilizaremos
em nosso tratamento cosmolégico, porém a generalizagao
para tensores quaisquer acabard por se tornar evidente,
pelo que elencaremos o resultado geral apds alguns passos
de nossa deducao que se seguird. E natural que se de-
fina a derivada covariante de um campo escalar ¢ como
sendo igual a sua derivada ordindria, pois, diferentemente
do que ocorre com a derivada ordinaria de um tensor,
e.g., conforme ocorreu com um vetor contravariante na
Eq. (24), a derivada ordindria de um campo escalar
transforma-se como um tensor covariante de posto 1 T,
(vetor covariante), viz.:

0x'P 9,8
dxe P

(25)
pelo que se infere a partir da Eq. (7), e dado que um
campo escalar é localmente invariante num ponto ar-
bitrario P de uma variedade diferencial:

06 0x'% 8¢  02'° 09
dr> Oz dx'B Oz 9’8

aa¢ =

p=4¢. (26)

Portanto, defina-se:

Va ¢ = 0ad. (27)
Ainda, aqui é importante que se destaque que a multi-
plicacao de um tensor de valéncia (p, ¢) por um tensor de

valéncia (r,s) gera um tensor de valéncia (p + r,q + )
(operagao que se dd num mesmo ponto da variedade):

r ax/ern

fa Q2 Qp xrley€n - €p _
(Tﬁlﬁz'“ q tiltmmtps -

k=1

o que torna tensorial o produto de uma quantidade qual-
quer de tensores, donde um tensor de tipo (p +r,q + )
pode, e.g., ser interpretado como sendo o produto de dois
tensores de tipos respectivos (p, q) e (r, s), i.e., convenien-
temente se fatoram tensores em tipos complementares.
Por essas consideragoes, todavia nao somente, torna-se
possivel generalizar a derivada covariante de tensores de
valéncias quaisquer. De fato, pode-se requerer que a
derivada covariante seja Leibniz, viz., que satisfaca a re-
gra usual de diferenciacdo quando aplicada ao produto
tensorial. Para tal generalizagao, comecemos primeira-

81‘71@ ax/ﬂl 6l‘7]m 83;/9971,
=1 m=1 n=1

T 2e ( (28)

Y1Y2 Vp X mnze
01020 L1L2eLs ’

(

mente com o produto mais simples entre dois tensores de
valéncia nao nula (0,0) (o que seria simplemente o pro-
duto de dois campos escalares), i.e., escrevamos o campo
escalar oriundo da contragao de um vetor contravari-
ante V' [campo tensorial do tipo (1,0)] por seu vetor
dual covariante [campo tensorial do tipo (0,1)], gerando
um campo escalar [um tensor de posto, ou valéncia,
(0,0), que é um campo escalar, notando que indices duais
repetidos cancelam a valéncia desses postos], viz.:

VoV =VVi+ VWVt -+ V"W, =9, (29)



Agora, em virtude das Egs. (27) e (29), temos:
Vo (VOVa) = Vo= 030 = 0, (VVa).  (30)
Desenvolvendo o lado direito da Eq. (30):
0, (VOV,) = VO (0,Vi) + (0, V) Ve, (31)

desenvolvendo o lado esquerdo da Eq. (30) com o req-
uisito de que seja Leibniz a derivada covariante aplicada
ao produto VV,:

Vo, (VOV,) =V (Vi Vo) + (VL V)V, (32)

aplicando a Eq. (17) no termo que contém (0,V*) no
lado direito da Eq. (31), e reescrevendo essa Eq. (31), de
modo a ser o lado direito da Eq. (30), entdo, dado por:

0y (VVa) = VE(0,Va) + (V,V =TS V) Vi
= V(0,Vi) + (V4 V) Vi = T VOV,
(33)

temos, finalmente, igualando os lados esquerdo e direito
da Eq. (30), i.e., igualando o lado direito da Eq. (32) ao
lado direito da Eq. (33):
VOV Vo = (0,Va —T5,V5) V, (34)
onde simplesmente renomeamos os indices mudos no ter-
ceiro termo do lado direito da Eq. (33). Novamente,
as n componentes V< do campo vetorial contravariante
sao arbitrarias, pois o vetor contravariante é arbitrario,
donde a Eq. (34) deve ser verdadeira ndo apenas para
Ve =0Va € {1,2,--- ,n}, pelo que a derivada covari-
ante de um campo vetorial covariante V, é suficiente e
necessariamente dada por:
VVa =0,Va =T V3, (35)
dentro das condi¢Ges impostas, viz., relativamente a ser
Leibniz a derivada covariante e a serem idénticas as
derivadas covariante e ordinaria de um campo escalar
definido sobre a variedade diferencial, condicGes essas que
serao, doravante, validas por forca de definicao. Note-
se novamente que o indice da coordenada em relagao a
qual a derivada covariante esta sendo tomada é o segundo
entre os indices covariantes da conexao afim, reiterando
novamente que nao fizemos nenhuma consideragao sobre
simetria dos indices covariantes da conexao. A denom-
inacao covariante para essa derivada reside no fato de
que a derivada covariante de um tensor de tipo (p,q)
gera um tensor do tipo (p,q + 1), i.e., gerando no resul-
tado um posto covariante extra. A generalizacdo para
tensores quaisquer segue sem maiores dificuldades. E.g.,
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para obtermos a derivada covariante de um tensor do tipo
(1,1), T, escrevemos T como sendo o produto de um
tensor do tipo (1,0) (vetor contravariante), digamos X<,
por um tensor do tipo (0,1) (vetor covariante), digamos
Wa, ie.:

VT = Vo (XTWp)
= (VX)W + X% (V, Wp)
(0, X* + T2 X ) Wg + X (9,Ws — T3, Ws)
= W5, X + T2, X W5+
+ X0, W5 — T, W5 X
= 0,T§ — T, T5 + T2 T
= 0,1 —T9,T5 + ', T5, (36)

onde utilizamos nossos resultados anteriores para a
derivagao covariante de vetores contravariante e covari-
ante, Egs. (17) e (35) respectivamente, recolhemos
os produtos de X“ e W3 novamente a forma 7§, e
renomeamos o indice mudo de € para § na conexao para
que se infira o padrao para a derivada covariantem sendo,
assim, a derivada covariante de um tensor de valéncia
(1,1), em virtude da Eq. (36), é dada por:

VL T§ = 0,15 — Ty, T5 + g, T5. (37)

Esse processo pode ser trivialmente extendido para ten-
sores de ordem quaisquer. Vamos dar mais um exemplo
antes de elencar o resultado geral, que segue trivialmente,
pois passa-se a notar o padrao de alternancia de indices
entre a conexao e o tensor derivado. Tomemos a derivada
covariante de um tensor de valéncia (2, 2) para ilustrar o
mecanismo de alternancia de indices, o que é suficiente
para tornar isso claro:

VTS = v, (Sa; Wg;) SNV, WY, SS)
= S50 (W5 — TR WG + TS, ) +
W52 (9,850 — T, 85" + 5185, )
= 8§10,W52 — S3ITY W2 + SHIT2W), +
+HW520y85) — WEZTh S5 + W2 TS S5,

= 0TG5 ~ T Tals™ —Thia Ty +
L5 TE 5 + T TG,

= 0,T55> =T T3 — T, To® +
+TGITEs +T52Tg5 (38)

o que da ensejo a generalizacao para a derivada covariante
de um tensor de valéncia (r, p):
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Ja temos elementos para que desenvolvamos matem-
aticamente as geodésicas afins, mas antes de definirmos
nas geodésicas em si, que sao curvas privilegiadas, con-
forme dissemos anteriormente, tais que seus vetores tan-
gentes sao paralelamente propagados em si mesmos ao
longo dessa curva privilegiada, sendo que o porqué dessa
condicao definidora para as geodésicas ja ficara claro, de-
vemos definir primeiramente o que se chama uma con-
gruéncia de curvas em uma variedade diferencial.

e Uma congruéncia de curvas em uma variedade
M™ de dimensao n é uma colecao de curvas a
um pardmetro real u, i.e., {%(u)}vpemn, ¥V a €
{1,2,--- ,n}, tal que uma e somente uma curva
dessa colegao passa por P, para qualquer ponto P
dessa variedade M™.

Assim, heuristicamente, uma congruéncia de curvas é um
preenchimento da variedade diferencial por curvas pas-
sando em cada um de seus pontos P sem que haja cruza-
mento de curvas nesses pontos. Nessa esteira, dada uma
curva qualquer de uma congruéncia de curvas:

2 = 2°(u), (40)

podemos utilizé-la para definir um campo vetorial con-
travariante [8] tangente:

dx®(u)
du

ao longo dessa curva. Se assim procedermos para cada
curva em uma congruéncia de curvas, teremos construido
um campo vetorial V% dado pela Eq. (41) em cada
ponto da curva, por toda a variedade diferencial consid-
erada. Podemos proceder de modo reciproco, em virtude
do teorema de existéncia e unicidade para as equagoes
diferenciais ordindrias, viz., o teorema de existéncia e
unicidade garante que, pelo menos para algum subcon-
junto de reais, dado um campo vetorial definido em cada
ponto da variedade, rigorosamente em cada espaco tan-
gente Tp (M™) relativo a cada um dos pontos P dessa
variedade diferencial M" de dimensao n:

Ve =ve (af), (42)

Ve = : (41)

podemos, a partir desse campo vetorial, definir uma con-
gruéncia de curvas na variedade diferencial sob consid-
eragao, curvas essas chamadas de linhas de corrente, tra-
jetorias ou érbitas desse campo vetorial V¢ (mﬁ ), proced-
imento analogo ao que se faz em andlise vetorial para a

FﬁQ’Y B 5[33 ﬁp
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a o 1) o -
— 5T Biao--3, — U Tgs, s

DT (39)

(

determinagao das linhas de campo, ou linhas de corrente,
de um campo vetorial. Essas curvas ®(u) de congruéncia
sao, entao, reciprocamente construidas pela solugao das
Egs. diferenciais ordinarias:

(07
e [2°(u)] (43)
du
garantida pelo teorema de existéncia e unicidade para
essas Eqs..

Consideremos uma variedade M"™ de dimensao n e uma
curva C = x%(u), parametrizada pelo parametro
real u, pertencente a uma congruéncia de curvas em M".
Consideremos dois pontos da variedade, O e P, ambos
sobre a curva C, i.e., pertencentes a curva C, e tais que:

du — 0= P[z%(u+du)] — O[z*(u)], (44)

i.e., o ponto O tem coordenadas xz“(u) sobre a curva
C, sendo que o ponto P de coordenadas x®(u + du) é
uma vizinhanga de O sobre a curva C, tal que ambos os
pontos coincidam se e somente se du = 0. Seja agora
um vetor contravariante V* = V< [27(u)] = V*(O) no
ponto O da variedade, i.e., pertencente ao espago tan-
gente Tp (M™) a variedade M™ em O, sendo esse vetor
oriundo de um campo vetorial contravariante V¢ con-
struido na variedade e avaliado primariamente em O, sem
que esteja necessariamente vinculado a congruéncia de
curvas & qual pertence C [ainda que estejamos usando a
mesma notagao usada na Eq. (41) para o campo tangente
a uma curva de uma congruéncia de curvas, reiteramos
que V* é um campo vetorial arbitrario construido na var-
iedade, construido através de uma outra congruéncia de
curvas distinta da que C pertence, e.g., mas que, even-
tualmente, pode passar a estar vinculado a curva C, como
pela Eq. (41), e.g., dado que V¢ é arbitrario por con-
strugdo]. Efetuemos agora o transporte paralelo de V'
de O até P ao longo da curva C, i.e., transportemos, sobre
a curva C, esse vetor V' primariamente definido em O até
a vizinhanga P de O, sendo essa uma vizinhanca sobre a
curva C conforme a acabamos de definir. O processo de
transporte paralelo ja fora por nds definido, sendo que
agora apenas teremos de acrescentar o vinculo segundo o
qual esse transporte se processa, i.e., teremos apenas de
acresentar a curva sobre a qual o transporte se processa.
Para o processo de transporte paralelo em si, temos, em
virtude das Egs. (12) e (14), que o mesmo é dado por:

Veloop = VO (2°) + 8V (2°)
= V*(2%) - r's, (x°) VP (2°) 627, (45)



Em sendo esse transporte sobre C:

O — P& x%(u) — 2%(u+du) = z%(u)+ o6z (u)

- D‘(u)—kdx;ju)(Su
ox*(u) = dx;iqiu)éu. (46)

Assim, a Eq. (45) torna-se, em virtude da Eq. (46),
i.e.,, um vetor V*(O) definido em um ponto O de uma
variedade que é paralelamente transportado para uma
vizinhancga P de O ao longo de uma curva C que passa por
O, curva essa pertencente a uma congruéncia de curvas
em M", é dado por:

-
Vet Ve =vr -1 VP diudu. (47)
Esse transporte paralelo refere-se ao paralelismo do vetor
transportado em relagao ao vetor originalmente definido
no ponto inicial O. Quando definimos a derivada co-
variante, fizemos a comparacao entre esse vetor parale-
lamente transportado do ponto O ao ponto vizinho P
e o vetor que ja se encontrava no ponto P, sendo tal
comparacao feita através do processo limite dado pela
Eq. (15). Agora, estamos interessados em determinar
quais curvas de uma determinada congruéncia de tais cur-
vas transportam vetores tangentes em vetores tangentes,
i.e., estamos interessados em geodésicas afins. Em out-
ras palavras, se a curva C ao longo da qual efetuamos o
transporte paralelo de V', processo dado pela Eq. (47),
for uma geodésica afim, e se o vetor V*(O) for o vetor
tangente a essa geodésica em O, i.e., (dz®/du),, entao
o vetor propagado dado pela Eq. (47), (dz®/du),_, p,
serd paralelo ao vetor tangente a essa geodésica em P, e
vice-versa, viz.:

) L. dz®
C é uma geodésica & ——

du ’ (48)

[
O—P du

sendo a necessidade e suficiéncia valida por forca de
defini¢ao, i.e., a Eq. (48) é a defini¢ao de uma geodésica
afim. Assim, estamos primeiramente interessados em de-
terminar a condigao para o transporte paralelo de um ve-
tor de O a P ao longo de uma curva C de uma congruéncia
de curvas em M"™ de forma que esse vetor paralelamente
transportado seja paralelo, i.e., proporcional, ao vetor ja
em P, sendo P uma vizinhanca de O ao longo de C. Feito
isso, para que determinemos a classe especial de curvas
que obedecem a Eq. (48), geodésicas afins, simplesmente

J

dz?

Ve -1g. VP8

du oz du

v a g
Su=(1— f(u)du) (Va + ‘””M) —Vey
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imporemos ao vetor transportado V¢ a condigao de que
seja esse vetor primariamente o vetor tangente a curva
C em O, sendo, assim, que 0 nosso programa para a de-
terminagao matematica de geodésicas afins em uma var-
iedade diferencial M™ estard completo. Portanto, deter-
minemos o vetor ja prontamente no ponto P de C, nao
transportado paralelamente, simplesmente calculando o
campo vetorial arbitrario V¢ no ponto P da variedade,
de O [#° = 2%(u)] para P [2° + 02° = 2% (u) + 02°(u) =
2% (u+ 6u)], i.e., V [2°(u+ du)]. Esse vetor é simples-
mente dado por:

ve [x‘s(u +0u)] = V@ (2%) + 6V (2°)
ove
oz
ove
oz
oV dx”
oz du

Ve(2d) + ox”
0
dx?
—0
28 du Y

= Vo) +

= Vet ou. (49)
Exigindo que os vetores nas Eqs. (47) e (49) sejam par-
alelos, conforme discutido, tendo em vista a dependéncia
no parametro w para essas equagoes, esCrevemos a pro-
porcionalidade entre esses vetores através de uma fungao
de proporcionalidade g(u), i.e.:

dx” oV dz
o 53 67 = @ —_—
Ve —-T3,V T du = g(u) (V + 5 du 6u) . (50)

Contudo, g(u) deve obedecer algumas condigoes triviais.
Se du = 0, nao haverd o que transportar, i.e., 0 campo
vetorial V* avaliado em O é paralelamente transportado
nele mesmo, i.e., continuard sendo o campo V<(O).
Também, o campo V¢ avaliado em P sera o campo avali-
ado em O, pois se tornam esses pontos idénticos. Assim:

6U :0:> Va|0_}P = Va|oa (51)
Su = 0= Vo, = V|, . (52)

Em virtude das Egs. (50), (51) e (52), g(u) deve satis-
fazer:

ou=0= g(u) =1 (53)

Fagamos, entao, dado que em nada restringe os argumen-
tos que levam & Eq. (50):

g(u) =1 - f(u) bu. (54)

Substituindo o resultado da Eq. (54) na Eq. (50), temos:

ove dx” o
o Eéu — f(uw) du Ve — f(u)

ove
oz du

(6u)® =
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_ngvﬁ%:fsu = %‘;j %:&L— f(u)duvVe — f(u)ZLj%( 2 x (5u) ™!
o v = S v fw G g
g v I e
% (%‘; + ngW) = % 0,V +T5,V7) = fw)Ve. (55)

A Eq. (55) pode ser reescrita numa forma ainda mais
compacta, pois os termos entre parénteses perfazem ex-
atamente a derivada covariante de V¢ conforme se de-
preende da Eq. (17), donde determinamos a equa¢ao
do transporte paralelo de um vetor contravariante V* ao
longo de uma curva C pertencente a uma congruéncia de
curvas sobre uma variedade M™ de dimensao n, trans-
porte paralelo esse que se processa de um ponto arbitrdrio
O em C até uma vizinhanca de O, ponto P, sobre C,
congruéncia essa que € construida a partir do campo ve-
torial tangente as C da congruéncia: dx”/du, conforme
discussdo que levou a Eq. (42):
dx”

%VVV‘X = f(u)Ve.
Para obtermos a Eq. das geodésicas afins, devemos im-
por a condi¢ido dada pela Eq. (48), definicio de uma
geodésica afim, i.e., condi¢ao essa em que V%, o vetor par-
alelamente transportado ao longo de C, torna-se o proprio
vetor tangente & C, donde, pelas Eqs. (48) e (56), uma
geodésica afim deve suficiente e necessariamente satis-

(56)

fazer:
dx” dx® dz®
el ) = - 57
du Vo ( du ) J(u) du (57)
Assim:
dx” dx® dx®
rm Vv(du)—f( Vo T
dz” dx® o dzP dz®
m (57 o Ty >_f(u)du
dx” 0 (dx* dxP dz®
el A (el re 22 haiadl
du {8m7<du)+ ﬁ'ydu} f(u)d =
O (datde L detdet | det
oxY du ) du By du T
d dz® o dz? dxy dz®
m (du) =W
donde a equacdo das geodésicas afins é dada por:
d?z® ., dzP dxy dz®
Vg a W B8

(

Ha algumas propridades importantes relacionadas as
geodésicas afins. Notemos que a conexao afim I's,
encontra-se multiplicada por um quantidade simétrica
[na realidade um tensor de valéncia (2,0), vide nota de
rodapé [8] e a Eq. (28)] QP7:

e _ o i

By — — — 0763
@ du du du du @ (59)
Assim, a Eq. (58) pode ser reescrita:
2z 1 daP dx dx®
Cr e, o) Y )
du? + 2 ( oy T 'Yﬁ) du du ) du (60)

Defina-se a parte simétrica nos indices covariantes da
conexao afim, ou simplesmente a parte simétrica da
conexao afim, por:

1

(03 _ (e} «

(m =5 (U5, +155) (61)
sendo essa quantidade claramente simétrica, ainda que
nao seja tensorial em virtude do segundo termo extra
no lado direito da Eq. (22). Todavia, essa quantidade, a
parte simétrica da conexao afim transforma-se como uma
conexao, em virtude do fator 1/2 em sua definigao, o que

prové o mesmo termo extra presente no lado direito da
Eq. (22), i.e., em virtude das Eqgs. (61) e (22):
o _ O0x% 0z 0x'% /s ox® 0%2"?
B 925 9B 0z (9 T 9x’d GaBx
Analogamente, defina-se a parte antissimétrica nos
indices covariantes da conexao afim, ou simplesmente a
parte antissimétrica da conexao afim, por:
1
« _ «@ «@
B~ 9 (Fﬁ’y - 76) ’

(62)

(63)

sendo essa quantidade claramente antissimétrica e ten-
sorial, portanto nao sendo uma conexao, pois se torna
mutuamente cancelado o segundo termo extra do lado
direito da Eq. (22) quando escrito em cada parcela do
lado direito da Eq. (63), i.e., em virtude das eqs. (63) e
(22):

[e% /e /
o O0z® 0z’ 0z’ 5

BN = 9278 9xB Oz lee)” (64)



Defina-se o tensor de torgao:
T5y = 27y = Iy — T (65)
Claramente, em sendo simétrica a conexao, viz.:
Mg, =I5 &5~ =0& T8 =0, (60

a torcao numa variedade equipada com uma conexao
afim, i.e., uma variedade afim, anula-se suficiente e nec-
essariamente. Notemos que mesmo que nao se faga qual-
quer consideragao sobre a existéncia de tor¢ao ou nao na
variedade (tacitamente assumida como afim), i.e., sobre
a simetria da conexao afim, as geodésicas afins nao sao
influenciadas pela existéncia de tor¢ao, dado que a Eq.
(58), consequentemente a Eq. (60), somente leva em con-
sideragao a parte simétrica da conexao, donde a equagao
das geodésicas afins, Eqs. (58) ou (60), pode ser simples e
equivalentemente escrita com essa propriedade denotada,
viz., em virtude das Eqgs. (60) e (61):

2, .a 8 v «
T G g =0 6D
U du du du

Notemos que na construgao das geodésicas, i.e., a par-
tir do transporte paralelo de um vetor contravariante V¢
arbitrario primariamente avaliado em um ponto O ar-
bitrdrio de uma curva C pertencente a uma congruéncia
de curvas {C} , transporte esse que pressupoe a existéncia
de uma conexao afim I'  por construgao, com a im-
posicao de que esse vetor V* a ser transportado passasse
a ser primariamente o vetor tangente a C em O e que
fosse paralelo ao vetor tangente a C avaliado no ponto P
subsequentemente vizinho a O sobre C, satisfazendo si-
multaneamente as Egs. (48) e (56), nao fizemos qualquer
especificacao em relagao ao vetor tangente a C em O. O
teorema de existéncia e unicidade aplicado & Eq. (58)
garante que pelo ponto O passard uma tUnica geodésica
C segundo uma Uunica diregdo para o vetor tangente a
essa curva em O. Isso garante que, dada uma vizinhanca
de O, i.e., um ponto P vizinho a O, sendo que esses
dois pontos passam a definir um deslocamento elemen-
tar dz”, havera uma unica geodésica que passe por O e
que tenha vetor tangente dz”/du em O. Esse processo
pode ser levado a cabo em extensao finita, etapa por
etapa infinitesimal, sendo que o processo final acabara
por definir uma geodésica que partiu de O segundo a
diregao inicialmente definida por dz?/du em O. A viz-
inhanca inicial por si ndo define uma unica geodésica,
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pois ha que se especificar o vetor tangente inicial em O,
isso pelo que temos uma Eq. (58), diferencial ordindria,
de segunda ordem, pelo que duas informacgoes iniciais
se fazem necessarias, i.e., dois conjuntos de n coorde-
nadas, um para o ponto inicial e outro para a direcao
tangente inicial. Em outras palavras, dada uma vizin-
hanca de O apenas, verificar-se-a que, em extensao finita
que parta dessa vizinhancga, geodésicas que partam de
O podem focalizar em um outro ponto finitamente dis-
tinto de O, dado que cada uma dessas geodésicas tem
um vetor tangente préprio a partir de O. Mais clara-
mente, o que queremos dizer é que uma vizinhanca ape-
nas de um ponto inicial define muitas geodésicas a partir
desse ponto, pois, novamente por énfase, cada geodésica
pressupoe a especificacao exata de sua diregao inicial de
partida em O. Essa situagdo é andloga a um feixe de
retas por um ponto O no espaco euclidiano ordinério,
sendo cada reta do feixe uma geodésica passando por
O, porém com vetores tangentes iniciais em O distintos.
Contudo, no espaco euclidiano ordinario, esse feixe ja-
mais refocalizara em outro ponto, situagao que é passivel
de ocorrer geometrias nao euclidianas, conforme estamos
qui querendo advertir e enfatizar. Ademais, um desloca-
mento inicial especifico dz”7 num ponto O de uma var-
iedade, deslocamento esse que passa a definir uma tnica
diregao especifica inicial dz”/du, o que, por sua vez, em
virtude do teorema de existéncia e unicidade aplicado a
Eq. (58), passa a definir uma tnica geodésica por O,
mas carrega um parametro u escalar real totalmente ar-
bitrario. E por isso que se fard necesséria a definicao de
uma métrica na variedade afim, do que nos encarregare-
mos em breve. Para que essa limitacao se desnude clara-
mente, atenhamo-nos agora aos aspectos relacionados a
parametrizagao de geodésicas, pois tal tarefa é mister
para que posteriormente passemos da seara puramente
matematica para a fisica que requer medidas de espaco
e tempo na variedade, além, obviamente, do que dessas
medidas advierem. Seja uma reparametrizacao arbitraria
para geodésicas afins, i.e.:

s = s(u), (68)

onde u é um parametro arbitrario segundo o qual
geodésicas se parametrizam, conforme estao postas es-
sas curvas pela Eq. (58). Assim, uma reparametrizacao
arbitréria segundo a Eq. (68), leva as geodésicas a serem
obtidas de, em virtude das Eqgs. (58) e (68):
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Dado que s = s(u) deve variar para que se desenhe na
variedade a geosésica reparametrizada, $(u) # 0. Assim,
podemos reescrever a Eq. (69), de modo a recuperarmos
a forma da Eq. diferencial ordindria, conforme a Eq.
(58), para a geodésica reparametrizada, viz.:

d*z® de® dz7 f(u)é — § dax®

— = 70

ds? U5 ds ds §2 ds (70)
Porém, sendo a Eq. (70) a Eq. de uma geodésica

reparametrizada, devendo ter a forma da Eq. (58), a
funcao de proporcionalidade na Eq. (70) deve ser inver-
tida, i.e.:

T =5 ) (71)

é uma funcao de u, devendo ser invertida para que a Eq.
(70) tenha a forma da Eq. (58) no novo pardmetro s:

d?x . dzP dx? dx®
a7 gy s e (72)
Assim
fu)s§—§
s = (L85

rin ()2 (ffu)} (&)
Pl it o (a) o (e
[ ) ) () Yoo

flu) (e Pu 1] o
u(s) (=1) (ds) ds? u(s)} ()

I
— —— "

[
Portanto, a Eq. (72) para a geodésica reparametrizada
torna-se:

1i(s) } dz®

A2z o dzP dx .
a7 Ty T {“<S>f RN AR
(74)

Conforme dissemos algumas linhas acima, a Eq. (58)
estd carregada de arbitrariedade. Arbitrariedade no que
concerne a conexao afim, dado que nao lhe fora especifi-
cada significagcao geométrica de contexto. i.e., apenas lhe
atribuimos a funcado de proporcionar as condigoes para
os dois requisitos que levaram a Eq. (14), precisamente
o transporte paralelo de um vetor nulo em um vetor nulo
e a nao alteragdo local do vetor a ser transportado [vide
a explanacdo que levou & Eq. (14): quando dz® = 0,
requereu-se que oV (xﬁ) = 0]. Sem uma geometria,
uma métrica que especifique um comprimento elemen-
tar, caminha-se pelo campo abstrato da construcao de
geodésicas afins numa variedade, pois ainda que essas
curvas encapsulem as propriedades que as definiram pelas
Eq. (48) e (56), as n® fungoes I'5., ainda estao arbitrdrias
quanto a contexto geométrico preciso. Por isso, ainda nao
hé sentido em se falar em significacao para comprimento
sobre uma geodésica, pois qual seria o significado pre-
ciso de uma dada parametrizacdo? Ademais, a funcao
de proporcionalidade g(u) na Eq. (50), a funcdo f(u)
na Eq. (58) e a func@o h(s) nas Egs. (73) e (74) sdo
totalmente arbitrarias. Ainda assim, as geodésicas sao
curvas especiais, que levam vetores tangentes, por trans-
porte paralelo, em vetores proporcionalmente tangentes,
todavia com carga inerente de arbitrariedade que impede,
pelo que ora ainda estd apenas matematicamente posto,
qualquer quantificacdo fisica. A fisica é uma ciéncia
eminentemente experimental. Ainda que tenhamos de-
lineado objetos matemadticos que deverao encapsular a
significagao a ser provida por um modelo para a na-
tureza, aos fen6menos que se processam no espago-tempo
cosmoldgico, no nosso caso, temos de passar a definir
unidades mensuraveis a serem extraidas desses objetos



matematicos, unidades que sejam reprodutiveis e rigida-
mente conexas a inteligibilidade por padroes definidores
e mensuraveis. Nossa definicao de transporte paralelo,
nossa obtengao das geodésicas afins, ainda que feitas
sob a égide da plausibilidade matemaética, repousam na
seara do abstrato e da analogia com conceitos euclidianos,
que foram generalizados, i.e., temos objetos matematicos
ainda desprovidos de significacao fisica. Comecemos pela
necessidade mais basica em fisica no que concerne a sig-
nificagao reprodutivel do que se observa, do que se mede:
a unidade de medida. Muito nos ativemos ao transporte
paralelo ao longo de geodésicas e nao por acaso. E nat-
ural que se espere que um determinado caminho seja
definido quando se tem a necessidade de perpassar pon-
tos em um espaco para que se atinja uma localizagao final
a partir de uma localizacao inicial nesse espago. Bom, as
localizagOes inicial e final acabarao por requerer a nogao
de pontos em um espago, e esses subsistem axiomati-
camente. Portanto, ndo temos de construi-los, apenas
situa-los segundo algum critério fisicamente reprodutivel.
Se tomarmos um caminho que permita que uma unidade
elementar de seu comprimento que seja medida exata-
mente ao longo desse caminho em nossa posigao atual,
portanto num ponto, digamos O, portanto tangente ao
caminho em O (exatamente ao longo do caminho), seja
reproduzida em outro ponto subsequente de nossa cam-
inhada, e assim sucessivamente, estaremos caminhando
sobre uma geodésica, i.e., estaremos transportando uma
unidade bésica de referéncia tomada inicialmente em
nosso ponto inicial O, portanto efetuando uma repro-
dutibilidade de um padrao definido inicialmente para
a unidade elementar ao longo do caminho (tangencial-
mente), dado que uma geodésica permite isso. Esse pro-
cesso mental, que acaba por encapsular um conteido
heuristicamente fisico, poe uma séria restricao a arbi-
trariedade da funcdo f(u) na Eq. (58). Por qué? Ora,
nesse processo mental, a unidade elementar, ainda que
nao tenha sido batizada numericamente, mas isso ape-
nas requer uma convenc¢ao definidora de quantidade, esta
sendo paralelamente transportada nela mesma tangen-
cialmente ponto por ponto ao longo da geodésica, donde
o vetor tangente transportado a partir de O nao pode
diferir do vetor tangente no ponto subsequente, pois é o
processo de transporte paralelo da unidade tomada ini-
cialmente (em O) ao longo da curva (em O) que estd, por
requisito de reprodutibilidade dessa medida ponto por
ponto ao longo da curva, definindo as demais unidades de
medida ao longo (portanto, tangencialmente) do restante
da curva. Assim, os vetores do lado esquerdo e do
lado direito da Eq. (50) tém de ser iguais. Portanto,
g(u) = 1 nessa Eq. (50) e, entdo, em virtude da Eq. (54),
f(w) =0. Assim, se um parametro u for escolhido tal que
anule f(u), estaremos transportando vetores tangentes
em si mesmos, compativel com essa reprodutibilidade da
unidade de medida ao longo da curva ponto por ponto.
Tal parametro é o que se denomina parametro afim. A
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partir de agora, estaremos considerando geodésicas afins
dessa forma parametrizadas, i.e., dadas pela Eq. (58)
com a condigao de que a parametrizagao seja afim, i.e.,
u tal que f(u) = 0, donde:

d27xa +T¢ Mdﬂ

du® P du du
Porém, como uma determinada unidade de medida é ar-
bitraria, uma reparametrizacao, i.e., uma transformagao
dessa unidade de medida em outra, por exemplo definida
por outro observador ao longo da geodésica, nao deveria
alterar a propriedade de reprodutibilidade da unidade de
medida ao longo da geodésica ponto por ponto. Assim, de
acordo com a Eq. (74), para a geodésica reparametrizada
a partir de uma geodésica com parametro afim:

d?x . drPdxY  di(s) dz®

ar ooy _WS)ar 76
ds? Prds ds — uls) ds’ (76)

— 0. (75)

devemos ter que as reparametrizagoes permitidas para a
unidade afim du devem satisfazer:

i(s) =0=u(s) =as+b, (77)

com a # 0 [pois o pardmetro u (assim como s) deve desen-
har a geodésica na variedade] e b constantes reais. Assim,
qualquer reparametrizacao a partir de uma unidade du
[note-se que o requisito de que du seja uma unidade re-
produtivel ponto por ponto, tangencialmente, sobre uma
geodésica, o que pode ser prontamente convencionado a
priori ao longo de uma geodésica, fard com que essa curva
seja dada pela Eq. (75)] tal que o novo parametro s
também proveja uma unidade ds reprodutivel ponto por
ponto, tangencialmente, ao longo da geodésica, deve ser
do tipo:

u— s(u) = cu+d, (78)

com ¢ = 1/a e d = —b/a constantes reais. Assim, a
geodésica também serd dada pela Eq. (75), ou pela Eq.
(76), equivalentemente, pois esta Eq. torna-se:

d%z® o dz? dx

ds? + Ly ds ds
Em outras palavras, toda vez que se tomar uma unidade
du, reprodutivel tangencialmente ponto a ponto ao longo
de uma geodésica, tal geodésica devera ser dada pela Eq.
(75) [ou pela Eq. (76)], sendo que tal unidade du serd
uma unidade afim relacionada a alguma outra unidade
também afim através da Eq. (78). Se quisermos que
haja somente uma tnica unidade du a partir um tnico
parametro afim u para a geodésica, basta que se conven-
cione:

=0. (79)

s =u, (80)

a = 1eb = 0 para as geodésicas. Tal procedimento
serd adotado por nés posteriormente, quando conven-
cionaremos s = u = c7, onde 7 é o tempo proprio a



ser medido por um relégio que se mova ao longo de uma
geodésica. Ainda que tenhamos retringido as geodésicas
as que advém da Eq. (75), por argumentacao fisica de
mensurabilidade ao longo dessas curvas, elas ainda car-
regam a carga de arbitrariedade intrinseca a conexao
afim nessa Eq.. Do ponto de vista geométrico relativo
a contexto geométrico, i.e., relativo ao tipo de geome-
tria especifica sob consideragao, temos de definir a regra
segundo a qual os comprimentos elementares sao obti-
dos, i.e., temos de definir o elemento de linha especifico
de uma geometria especifica. Para o caso euclidiano or-
dindrio, a natureza quotidiana nos mostra que o teorema
de Pitagoras se incumbe bem de tal tarefa, i.e., que com-
primentos elementares sao obtidos de:

ds® = gapda®da® = dz? + dy? + d2?, (81)

utilizando-se coordenadas cartesianas, em cuja repre-
sentagao o tensor métrico g, € simplesmente dado pela
matriz identidade tridimensional:

gap = diag [+1,+1,+1]. (82)

Assim, para esse caso especifico, estabelecemos um con-
texto geométrico, estabelecemos uma métrica, uma regra
segundo a qual os comprimentos elementares sao obti-
dos pelo elemento de linha, dado pela Eq. (81). Note-
se que, neste caso, estamos cobrindo uma variedade, no
caso R3, com um patch coordenado, o patch cartesiano,
pelo qual a métrica se representa descrita segundo essas
coordenadas do patch adotado, coordenadas cartesianas,
sendo, entao, que a métrica passa a ser dada pela matriz
identidade tridimensional. Todavia, poderiamos muito
bem ter adotado um outro patch, como o das coorde-
nadas esféricas, sugundo as quais o elemento de linha
seria dado por:

ds® = gabdl'adl'b = dr? + r2d6? + r? sin® @ d¢27 (83)

sendo a métrica, segundo esse patch de cobertura,
também diagonalmente, representada por:

gab = diag [+1, +77, +7r?sin® 0] . (84)

A métrica é exatamente a mesma nas Eqgs. (81) e (83). O
que mudou foi simplesmente a maneira de nomear os pon-
tos da variedade em consideracio (R?®). Tal variedade,
no caso R3, é dita metricamente plana, metric flatness,
i.e., equipada com uma métrica dita plana, pois existe
um sistema de coordenadas de cobertura para essa var-
iedade, o cartesiano, no qual a métrica é diagonal e com
elementos £1. Num outro exemplo, em relatividade es-
pecial, a variedade, no caso R* (topologicamente equiv-
alente, pois se anula o tensor de Riemann) - o espago-
tempo de Minkowski, é metricamente plana, pois existe
um sistema de coordenadas, o patch de Minkowski, em
cuja representagao escreve-se, a menos de convengao para
assinatura, para o elemento de linha:

ds? = gapda®da’ = +[d (ct))” F da? ¥ dy? T d2?, (85)
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sendo a métrica nesse patch dada por:
Jap = diag [+1,F1,F1, F1]. (86)

Contudo, o elemento de linha para essa variedade da rel-
atividade especial poderia ter sido escrito segundo outra
rotulacao para os pontos dessa variedade, viz., pela uti-
lizacdo de um patch coordenado diferente para os pon-
tos desse espaco-tempo, com o setor espacial simultaneo
coberto, e.g., por coordenadas esféricas, o que, também
a menos de convengao para assinatura, prove:

ds® = gagdmo‘dmﬁ
= +[d(ct)]® T dr® 7 r2d0? T r?sin® 0 d¢?, (87)
sendo a métrica nesse patch dada por:
gap = diag [:l:l, 71, 772, 7r? sin’ 0] . (88)

Novamente, a métrica é exatamente a mesma nas Egs.
(85) e (87), mudando apenas a maneira de nomear os
pontos dessa variedade. O que queremos enfatizar: nao
se confundam coordenadas curvilineas com espacos cur-
vos. Nos dois exemplos anteriores, as variedades sao
metricamente planas, pois, para cada um dos exemplos,
ha um sistema de cooredenadas de cobertura em que a
métrica é diagonalmente dada por elementos £1. Em que
se relacionam esses dois exemplos com a arbitrariedade
para a conexdo afim a que nos referiamos no contexto
da Eq. (75)?7 Na construgdo de nossas geodésicas
afins, tinhamos uma variedade diferencial como substrato
matematico para a construcao do transporte paralelo,
para a construgao das geodésicas afins. Todavia, nossa
variedade diferencial, nosso substrato matemadtico, nao
estava equipado com uma regra para a obtencao dos com-
primentos elementares, i.e., nossa variedade diferencial
ainda nao tinha a qualidade de ser Riemanniana. Em am-
bos os exemplos que acabamos de elencar, as variedades
sao Riemannianas, pois estao equipadas, cada qual, com
seu campo tensorial g,g covariante simétrico de posto 2,
i.e., de valéncia (0,2), provendo comprimento elementar
em cada um desses espagos, provendo os elementos de
linha nesses espagos, pelo que, portanto, as respectivas
regras de obtencao dos comprimentos elementares nesses
espagos passam a estar prontamente definidas. Se elevar-
mos nossa variedade diferencial de dimensdao n na qual
construimos nossas geodésicas afins a estatura de var-
iedade diferencial Riemanniana de dimensao n, passamos
a supor que nossa variedade M™ esta equipada com um
campo tensorial g,g covariante simétrico de posto 2, sim-
plesmente um tensor métrico (ou métrica), em M™:

M™ é Riemanniana < M" com ¢og = ggo em M",
(89)
tal que o comprimento de arco quadratico elementar ds?,
elemento de linha, passa a estar definido em M™ em vir-
tude de go3, € dos deslocamentos elementares infinitesi-
mais de cobertura dz®,V a € {1,2,--- ,n}, por:

ds? = gapdrda’. (90)



Veremos que uma variedade Riemanniana acabard por
fulminar a arbitrariedade que havia para a conexao, no-
vamente por consideragoes de necessidade fisica. Para
tal, soponhamos que a métrica seja nao singular, que ad-
mita uma inversa, i.e.:

9apl #0397 | g%g5p = gpsg”* = 65. (91

Isso posto, pelo que se pode construir a métrica a partir
de sua inversa, e esta a partir de dois campos vetoriais
contravariantes X® e Y tais que:

XoyP = gof (92)

pela Eq. (28). Dado que a derivagdo covariante é Leib-
niz, por construcao, tomemos a derivada covariante da
inversa da métrica, viz.:

V,9*" =V, (XYP) = (V,X*) VP + X (V,Y7).

(93)
Suponhamos que a derivada covariante na Eq. (93) seja
avaliada em um ponto O da variedade. Escolhamos agora
uma geodésica que passe por O, com vetor tangente em O
dado por dz?/du, parametrizada por um parametro afim
u, i.e., que satisfaga a Eq. (75), portanto com f(u) =
0. Contraindo ambos os lados da Eq. (93) por dz”/du,
temos:

dx” dz” dz?
V.q%0 = V. X 8 a vV.Y?
du 7 (du 7X>Y X (du 7Y>'
(94)

Os termos entre parénteses na Eq. (94) nada mais s@o
do que o transporte paralelo [em virtude da Eq. (56)], ao
longo de uma geodésica que passe por O e que tenha vetor
tangente dz?/du em O [construcdo permitida pelo teo-
rema de existéncia e unicidade aplicado & Eq. (75)], dos
vetores contravariantes X® e Y?, vetores esses usados em
O para construir a inversa da métrica nesse ponto pela
Eq. (92). Note-se que X* e X” nio sio vetores necessari-
amente paralelos & geodésica, sao somente transportados
ao longo de uma geodésica que passe por O, construgao
que levou & Eq. (56) [os vetores X e Y fazem o papel
do vetor V< na Eq. (56), e a geodésica aqui, particular-
mente utilizada, é uma curva C de uma congruéncia de
curvas, conforme construgao que levou & Eq. (56)]. Em
virtude da Eq. (56) e (92), a Eq. (94) torna-se:

Vig® = [f)X]Y? + X [f(w)Y”]

du
= 2f(u) XY’ = 2f(u)g*”. (95)

A Eq. (95) simplesmente afirma que a métrica em si,
através de sua inversa, estara sendo paralelamente trans-
portada ao longo de uma geodésica que passe por O até
um ponto vizinho a O ao longo dessa geodésica. Porém,
como tomamos um parametro afim para a geodésica,
temos que f(u) = 0, donde a métrica (através de sua
inversa), estd sendo levada nela mesma ao ponto viz-
inho, i.e., estamos transportando a métrica nela mesma
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de um ponto O, a um ponto vizinho a O ao longo de uma
geodésica:

dz” o
Va9 F=o. (96)

Novamente aqui, vemos que a preservacao de unidade que
fora discutida para parametros afins é mister, pois esta
preservando a métrica e, por isso, a medida dos compri-
mentos de arco elementar, ainda aqui para pontos viz-
inhos ao longo de uma geodésica. O ponto O é total-
mente arbitrario. A dire¢do no ponto O também. Como
o teorema da existéncia e unicidade aplicado & Eq. das
geodésicas garante que, dado um ponto e uma diregao,
haverda uma tunica geodésica por esse ponto, podemos
propagar, transportar a métrica por toda a vizinhanga
de O, sendo que, obviamente, a cada dire¢do tomada a
partir de O, uma congruéncia distinta de geodésicas deve
ser adotada, dado que cada congruéncia define um tnico
vetor tangente & uma unica geodésica em O. Pela arbi-
trariedade do ponto O, a métrica serd sempre propagada
em si mesma em qualquer vizinhanga na variedade, i.e.,
por toda a variedade, processo esse que pode comecar
em qualquer local da variedade. Vemos que desde que
o processo de transporte paralelo esteja presente, i.e.,
em havendo sido definida uma conexao afim, em sendo a
métrica localmente invertivel e construida pelo produto
tensorial de dois campos contravariantes especificos, o
processo de derivagao covariante acaba por propagar a
métrica, ou seja, os comprimentos elementares pela var-
iedade, esta, entdo Riemanniana. A arbitrariedade na
conexao afim comecga a ser fulminada, pois, em sendo ar-
bitréria a direcao de propagacao em O, e dado que, na
Eq. (96), a derivada covariante da inversa da métrica é
avaliada em O, temos que, necessariamente:

v.,g*? = 0. (97)

A Eq. (97) afirma que a derivada covariante da inversa
da métrica se anula no ponto O, mas, em sendo esse
ponto arbitrario, a derivada covariante da inversa da
métrica anula-se em toda a variedade diferencial Rieman-
niana. Disso, decorre a anulagao da derivada covariante
da métrica em si. De fato, pelas Eq. (91) e (97), e uma
vez que a derivada covariante é Leibniz por construgao:

V.05 = V4 (9%°9s5)
= (V49°°) 955 + 9°° (V955)
= 958V~9"° + 9*°V 955
9°°V 955
— 0. (98)

Contraindo a igualdade anterior pela métrica, i.e., por
Jew, tem-se, em virtude da Eq. (91):
9eag**Vgss = 0
= 0.V955
= V9ep, (99)



i.e:

Vi9ap =0, (100)
conforme queriamos demonstrar. Assim, passamos a ter
a relacdo entre a conexao afim e a métrica via a anulagao
necessaria da derivada covariante da métrica. Fulmi-
nada estd a arbitrariedade da conexao afim, pois ela pode
agora ser obtida a partir das Eqgs. (39), (91) e (100). De
fato, pela Eq. (39), obtém-se:

vﬁgé'y = 8{3957 - Fgﬁga'y - Fiﬁg&x =0=

9896y = T'5a9a~ + T 59505 (101)
V965 = 0v958 — 5,9ap — T3,960 = 0=
94956 =T5§,9ap + '3, 95a: (102)
Visgsy = 0598y — I'js9ary — I'J598a =0 =
9595y = I'Gs9ar + 55980 (103)

Assim, pelas Eqgs. (101), (102) e (103), temos:

9895y + 0v9sp — 9593y = U'sp9ay + 155950 + 15,908 +
+  T5,950 = T'§s9ar — I'5598a
= [I5s960 + T, 960] + [[§39ay — Thsgar] +
+ [8,9ap — T55984)
= Gsa ([ +T5,] + gary [T —T55] +
+ Jap [ng - F%]
= 295aL(y8) + 290+T55) + 2905 51
onde utilizamos as Egs. (61) e (63). Contraindo os la-

dos esquerdo e direito da Eq. anterior com inversa da
métrica, temos, em virtude da Eq. (91):

9 (095 + Oy958 — 0s98y) = 29 gsal () +
€d €d € Qo
+29%9ar L5 + 297 9apL 5y = 20a1,5) +
ed a €l o _ €
+29% 90755 + 297 905, = 21 5) +

+29° 90, D9y + 20 90T (s,

donde se 1é a parte simétrica da conexao afim:

(03 1 «
(By) = 39 * (9pgsy + 02956 — D59p7) +

=996 fsp = 9% 9es s (104)

Conforme discutimos anteriormente, a Eq. das
geodésicas afins filtra somente a parte simétrica da
conexao, conforme verificamos ao obtermos a Eq. (67).
Também comentamos que as geodésicas afins nao sao nec-
essariamente as geodésicas obtidas pela condi¢ao de esta-
cionariedade da agao para o funcional de Lagrange.
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Investigaremos agora qual equacao para as geodésicas
advém puramente da condicao de estacionariedade para
o funcional:

d
L&Y, 27u) = i =1/ Gap (z7) &3P,

que advém da norma do vetor tangente dz?/du &
geodésica, norma essa que se defina por:

B dz® daP [ ds 2
I e <du) ’
em virtude da Eq. (90) para o comprimento elemen-
tar, comprimento esse agora tomado sobre uma curva
C : 27(u), curva essa parametrizada por um parametro
u, sendo que tal comprimento é avaliado no ponto z”(u)
dessa curva, curva descrita por um patch de coorde-
nadas 7, vy = 1,2,--- ,n, usado para cobrir a variedade
Riemanniana M"™ de dimensao n, sendo tal curva uma
geodésica Riemanniana que passa a existir como condigao

necessaria por forca de definicdo de estacionariedade,
viz.:

(105)

da |?

o (106)

ds =0,

ac
(107)
sendo JC uma fronteira arbitraria para a geodésica C, i.e.,
dois pontos dados tais que os deve incluir C. Do célculo
variacional elementar:

=
C:z7(u) | 5/ L&, 27u)du=20
oc

5/£(9’c7,x7;u)du:0:>/ﬁéxo‘du:(), (108)
e e oxe

donde a Eq. (107) é satisfeita somente se:

B di

i _or (o
Sz Az  du

) =0,Va € {1,2,---n},

(109)
dado que cada incremento de componente de caminho,
dz®, & geodésica de componentes x®(u) solugdo dessa
Eq. (109), é arbitrario e independente dos demais. As n
Egs. (109) que proverdo a geodésica C, por forca de ne-
cessidade & Eq. (108), conforme definigdo para essa curva
[Eq. (107)], sdo as Egs. de Euler-Lagrange nas compo-
nentes candnicas x® e % para o ponto de coordenadas
x® da curva geodésica, ponto esse representado no espago
de fase de dimensao 2n. Esse conjunto de Eqs. passard
a ser chamado simplesmente de Eq. de Euler-Lagrange,
pois estaremos nos referindo a forma dessas Eqgs., sendo
que o contexto tornard claro a necessidade de que se con-
siderem as n Eqgs. de Lagrange. Multiplicando ambos os
lados das Egs. de Euler-Lagrange por 2L, temos:

228 ol (22

ozx™ du \ Oz (110)
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mas, em virtude de: obtém-se, pela substituigdo dessas Egs. (111) e (112) na
Eq. (110):
A0\ d () 0L . d oL
du \ 0% du 0ie ) " duoie
oL dL oL? oL d. d [oL?
- = = o= = 2 [ ZZ2 ) =
28:1'30‘ du = ox® + 0% du  du (5‘;&0‘) 0=
d (0L d [0L? oL dL d o2 oL2 oL dL
2L— =— =] —-2—— 111 - = _ ) Yt
Ci <8ﬂb“> du (aw) piw (MY dudis  ox  C0ie du (113)
e de:
or? or Trabalhando o lado esquerdo da Eq. (113), sendo o fun-
P 2£8—a, (112) cional de Lagrange £ dado pela Eq. (105), temos:
z x

d 0 0 d otP oz" 0
el = By B — sy ZE B aBay 2
du (&.Cagﬁvx Z > Oz (96733 T ) du (9573¢ax +9573¢ax ) o axagﬁv

d . . 5.~ O
du (gﬁv(sgx’y + gﬁﬁlxﬁ) - xﬁxﬂy@gﬁv

d d
= — (gary®" + ggai’) — Oagg i = y

I . (29api”) — Dagpni’d?

309ap dz? .
Brr du T
= 29ap3” +28° 370, g0p — 7717 0ngp,

= 290587 + 2 B

= 294p7° + #2870, gap + 7 270,950 — %17 0ngs,
= 2005" +2°570,950 + 77 059y0 — 7717 00 gsy
= 294p&" + 787 (0,950 + O39ary — Oaypy)

. 3.4 11
= Qg(wa:ﬁ—&—Zxﬂx'y 5(87950(4—859@7— 0 98y) | 5 (114)

Reescrevendo a Eq. (113), agora com o seu lado esquerdo
desenvolvido, dado pela Eq. (114), temos:

. 5.~ |1 oL dL
29aﬁxﬁ + 2737 ) (0y98a + 08gary — Oagpy) | = 2@@ (115)

Trabalhemos o lado direito da Eq. (115) para o funcional
de Lagrange dado pela Eq. (105):



oL dL 0
Y50 du — Zoaa (g,2"37)

1 B\
= 2.1 (gi0)

1/2 d
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ﬁ
du \ du

6087 oz N axﬁ 2g
96 oxe 9o ax”‘ du2

By T1/2 v 5.0 By s
= (gp,a"27) (98,008 + gp 00 )@
B\ T 2 .8 oy d23
= (gmx x ) (gﬁax t Gan® )ﬁ
U
- d?
= 2(95,"57) " gapd”
_ du Bd2
B dsgaﬁ du?
3(u) .
= 22" g, 50 116
s(u)g e (116)

Reescrevendo a Eq. (115), agora com o seu lado direito
desenvolvido e dado pela Eq. (116), e simplificando o

J

. 5.~ 11
Gapi® + 2017 5 (04980 + 99y

Contraindo ambos os lados da Eq. (117) com a inversa
da métrica, g*°, temos:

fator 2 em ambos os lados da Eq. resultante, temos:

. 5. 1
9°° gapi® + a7 {ZQM (0+9po + 93gar — aagm)} =i P9%°gap =

. 5.4 1 4
5g$ﬁ —+ xﬁxw {29 J (a'ygﬁa + aﬂga'y - aozgﬁ’y)}

. 8.~ 1 &
0 4+ Pz {29 0 (04980 + 089ay — aagﬂ”/)}

A Eq. (118) é a Eq. das geodésicas métricas. Assim de-
nominaremos tal Eq., tendo em vista que a sua obtengao
foi feita numa variedade supostamente equipada com
uma métrica, sendo tal variedade Riemanniana, conforme
discutido anteriormente - geodésicas tais, obtidas no con-
texto variacional, curvas essas necessariamente 6timas no
sentido de tornarem estaciondria a integral da acao ele-
mentar definida pelo funcional de Lagrange tomado como
a norma de seus vetores tangentes, pela Eq. (105), sendo
que se refere a estacionariedade a integral de compri-

- 0ug3n)| = {00 (117)
{
3(u) .5
)
8(u) S\ 850
Su) 5ﬁ:>
3(u) 5 (118)

(

mento de arco elementar. No contexto Euclidiano or-
dinério, estamos acostumados a fazer tal procedimento
para a obtencao das retas ordinarias como sendo as cur-
vas que minimizam o comprimento do caminho entre dois
pontos, sendo tal caminho a prépria reta. Claro que esse
exemplo euclidiano elementar estd relacionado simples-
mente a estacionariedade, no caso um minimo, para a
integral do comprimento de arco elementar dado pelo teo-
rema de Pitdgoras aplicado aos infinitésimos de desloca-
mento mutuamente perpendiculares em um dado ponto.



Todavia, aqui, nenhuma significacao foi ainda dada para
métricas especificas, para o que seja o parametro s. Sim-
plesmente nos referiremos a uma geodésica métrica como
a curva C que, quando integrada em sua fronteira 9C , i.e.,
entre dois de seus pontos, tal que seja estaciondrio o inter-
valo ao longo dessa curva conectando a fronteira adotada,
i.e., dois pontos sobre a curva, sob pequenas variagoes
desse intervalo que se anulem sobre a fronteira C dessa
curva, seja, necessariamente, tal curva, étima em virtude
dessa estacionariedade. Tudo isso foi o que exatamente
impusemos na definicio das geodésicas métricas para
a obtencao dessas curvas, i.e., para a obtencao da Eq.
(118). E conveniente que coloquemos a Eq. (118) numa
forma mais compacta. Para tal, definamos os simbolos
de Christoffel de primeiro tipo, dado pela quantidade en-
tre parénteses na Eq. das geodésicas métricas, no lado
esquerdo da Eq. (118), sendo, assim dados e denotados
por:
1

{af,7} = 5 (Oagsy + Osgay = Ovgap) , (119)
sendo que tais quantidades sao claramente simétricas em
seus dois primeiros indices, sendo, como se véem, essas
quantidades construidas através das derivadas do ten-
sor métrico. A contragdo dos simbolos de Christoffel de
primeiro tipo pela inversa da métrica ¢®°, contracao feita
no terceiro indice dos simbolos de Christoffel, define os
simbolos de Christoffel de sequndo tipo:

1
9™ {Bv,0} = 59“5 (859+s + 04985 — Dsgp),  (120)

que continuam simétricos no par de indices simétricos dos
simbolos de Christoffel de primeiro tipo, i.e., nos dois
primeiros indices entre as chaves, ao lado esquerdo da
virgula, como facilmente se depreendem. Os simbolos de
Christoffel de segundo tipo desenpenharao papel funda-
mental, pelo que se infere a partir da presenca desses
sfmbolos na Eq. das geodésicas métricas, Eq. (118).
Assim, escrevemos a Eq. das geodésicas métricas, Eq.
(118), em termos dos simbolos de Christoffel:

d?x® doP dxv 5(u) dz®

ad oy e AR
a2 Y {69 du du  $(u) du’

(121)

Identificando as geodésicas métricas como as geodésicas
afins, i.e., requerendo que as geodésicas métricas pos-
suam a propriedade de prover o transporte paralelo
de seus vetores tangentes em vetores tangentes, o que
é compativel com a nossa discussao anterior, no con-
texto das geodésicas afins, para a necessidade de trans-
porte da unidade de medida ao longo das geodésicas,
vemos que, necessariamente a partir dessa identi-
ficacdo, as geodésicas métricas sao aprioristicamente
parametrizadas por um parametro u que deve ser nec-
essariamente afim. Isso, porque se identificam:

(122)
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nas Eqgs. (58) e (121), com w tal que f(u) = 0, para que
os vetores tangentes transportados sejam transportados
neles mesmos, conforme discutido anteriormente para as
geodésicas afins, condigao em que u 14 se denominou afim,
viz., quando da discussao que levou a obtencao da Eq.
(75). A denominacdo afim claramente se vé necessaria-
mente também pela Eq. (122), i.e., pelo que:

=0=5(u)=0=s(u)=cu+d, (123)
com ¢, d constantes reais, pelo que esperamos ser s um
parametro direta e fisicamente observavel, assim como u,
também com $(u) # 0. Note-se: se $(u) =0=ds =0, a
Eq. (107), definidora das geodésicas métricas, falha por
trivialidade. Porém, a Eq. (56) para as geodésicas afins
nao possui essa restricao em sua construgao. Notando
que a identificacdo menos restritiva para os simbolos
de Christoffel do segundo tipo na Eq. das geodésicas
métricas em relagao a Eq. das geodésicas afins ocorre em
relacio & Eq. (67) para estas geodésicas, i.e., em sendo
as geodésicas métricas também afins, a relagao:

(50) = 9 {876},

é menos restritivamente decorrente. Porém, isso nao é
suficiente para estabelecer a auséncia de torcao na var-
iedade, i.e., para estabelcer a validade da Eq. (66):

(124)

«

=0 IG5, =lsy). (125)

Isso pelo que, pelas Egs. (104) e (124):

9*° 87,6} = g {87, 6} — 9*° 9 Tfs gy — 9°° 9e8T (s =

gaégevrfgﬁ] + gaégeﬁrf&y] = 07

(126)
o que nao implica a anulacao da parte antissimétrica
da conexao afim, i.e., nao implica a validade da Eq.
(125). Assim, se quisermos identificar, restritivamente,
a conexao como sendo dada pelos simbolos de Christof-
fel do segundo tipo, i.e., que a variedade nao apresen-
tard torgao e que as geodésicas métricas possuem a pro-
priedade de prover o transporte paralelo de seus vetores
tangentes, i.e., que as geodésicas métricas sao geodésicas
afins, estaremos trabalhando canonicamente no terreno
em que a Relatividade Geral geometricamente caminha
para seu substrato geométrico Riemanniano. Assim pro-
cederemos. As teorias do tipo Einstein-Cartan passam
a considerar a possibilidade de torgao na variedade, mas
nao serao essas teorias substrato tedrico em nossa analise.
Assim, daqui em diante, estaremos considerando que a
nossa variedade Riemanniana esta livre de torgao, decor-
rendo, assim, das Eqgs. (104) e (125), que a conexao afim
é exatamente a conexao métrica, i.e., dada pelos simbolos
de Christoffel do segundo tipo:

Iy, =T(4,, = 9> {Bv,6}. (127)



Em relagao a restrigao a que nos referimos anteriormente
relacionada a condi¢do $(u) # 0, i.e., de que a argu-
mentacao variacional para a obtencao das geodésucas
falha quando £ (&7, 27;u) = 0, enfatize-se que a conexao
nao é uma propriedade das geodésicas métricas em si, i.e.,
na obtengao das geodésicas afins nao se fizeram restrigoes
em relacao ao tipo de geddésica especifica quanto ao sinal
de ds, pois a Eq. das geodésicas afins, Eq. (58), ndo pos-
sui restricao desse tipo, sendo que tal restricao somente
se apresenta quando de reparametrizacao. Em sendo as
geodésicas métricas munidas de capacidade de prover o
transporte paralelo de seus vetores, o que as transforma
em geodésicas afins, tém-se essas curvas métricas sob
qualquer eventual anulamento do comprimento de arco
fundamental ds = 0. A rigor, parte-se da Eq. (58), sem
que se faca referéncia a qualquer reparametrizacao es-
pecifica, uma vez que essa Eq. (58) nao tem qualquer
resquicio de que u tenha interpretacao especifica, i.e., de
que seja esse parametro um comprimento de arco. As-
sim, mesmo geodésicas que possuam ds = 0, sendo esse
pardmetro dado pela Eq. (105), serdo descritas pela Eq.
(58). Em outras palavras, a Eq. para as geodésicas serd
a mesma, terd a mesma forma dada pela Eq. (58), sejam
essas geodésicas tais que:

Japi®i® >0, (128)
as quais chamaremos de geodésicas do tipo tempo,
Gapt®i’ =0, (129)

as quais chamaremos de geodésicas do tipo nula, ou do
tipo luz, ou ainda:

Japt®i® <0, (130)
as quais chamaremos de geodésicas do tipo espago, pela
convencao de assinatura para a métrica que faremos a
seguir para o contexto de relatividade geral. Essa falha
na obtengao das geodésicas nulas pela condicao varia-
cional somente se perfaz pelo que a condicao variacional
acaba por se tornar trivial para essas curvas, dado que
a Eq. (108) trivialmente se anula. Mesmo assim, essa
Eq. (108) é satisfeita para geodésicas de comprimento
de arco nulo, sendo que elas simplesmente sao dadas
pela Eq. (58) em que, no nosso caso, por construcao,
a conexao afim é dada pelos simbolos de Christoffel de
segundo tipo. Poderiamos ter simplesmente comegado
a adotar as geodésicas afins prontamente sem que se
definissem pelo critério variacional, impondo torcao nula
a variedade, o que automaticamente definiria a conexao
afim para a variedade Riemanniana como sendo dada pe-
los simbolos de Christoffel do segundo tipo em virtude da
Eq. (104). As geodésicas estariam definidas e, a posteri-
ori, aplicando o principio variacional para que se tornasse
estaciondrio o comprimento elementar, verificariamos que
tais curvas, por esse principio, de fato emergem, diferindo
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apenas quanto a interpretagao de seus comprimentos de
arco elementar em virtude dessas ultimas trés equagoes,
Egs. (128), (129) e (130). Conforme anteriormente men-
cionado, logo apds a obtengdo da Eq. (5), adentramos
na especificacdo das geodésicas, para que utilizdssemos
essas curvas para a obtencao da conexao afim, dado que
esta é requerida para a obtengao de objetos-chave em
relatividade geral, mormente o tensor de curvatura de
Riemann e, deste, o tensor de Ricci e, deste, o escalar de
curvatura, elementos intrinsicamente definidores da ge-
ometria do substrato, i.e., conexos a matéria, a energia,
e vice-versa. Ainda que tenhamos como obter a conexao
pelo célculo direto a partir da Eq. (127), tendo em vista
a Eq. (120), a partir de um tensor métrico, a obtengao da
conexao, viz., o calculo de seus elementos I'j. , é muito
mais efetivo e direto pela utilizacdo de geodésicas, pois
esses elementos da conexao podem ser diretamente iden-
tificados a partir de Eq. das geodésicas. Ademais, uma
vez escrita a Eq. das geodésicas, podemos prontamente
saber quais os elementos da conexao sao nulos, dado que
os nulos nao aparecerao escritos nas parcelas da Eq. das
geodésicas. Nos continuaremos com a obtengao final do
elemento de linha para o setor espacial do substrato cos-
moldgico do estdgio em que paramos na Eq. (5), agora
com a utilizagao de geodésicas, o que tornara clara essa
obtencao direta dos elementos da conexao, bem como
a obtencao do 3-escalar de curvatura a partir do ten-
sor de curvatura de Riemmann e através do tensor de
Ricci. Porém, ainda podemos facilitar mais a técnica
matematica para a obtencao dos elementos da conexao.
Isso, porque estaremos sempre escolhendo um parametro
afim para parametrizar as geodésicas. Claramente, note-
se que o lado direito da Eq. (113), dado pela Eq. (116),
anula-se quando se adota um parametro afim, pois § =0
nesse caso [Eq. (123)]. Assim, a Eq. (113) torna-se:

d (0L? oL?  oL? d (0L?

S =)= == o2 (=) =0. (131

du (83':“) Oz®  Oz* du (8:&“) 0. (131)
Essa Eq. (131) é a Eq. de Euler-Lagrange para uma nova
fungao de lagrange 2/ (&7, z7;u):

2K (&7, 27;u) = L2 (27, 27;u) = gap (27) 2%°
_ (%Y (132)
- \du/’
em virtude da Eq. (105), e conforme o sabemos a partir
da forma dada pela Eq. (109) para a Eq. de Euler-
Lagrange. Por conseguinte, i.e., pela utilizagao de uma
parametrizacao afim para as geodésicas, a Eq. de Euler-

Lagrange para o novo funcional de Lagrange 2/ leva a
Eq. (114) igualada a zero, viz.:

. 5.~ |1
29a5xﬁ + 28857 3 (0v98a + 089ary — 0agpy)| =0,
(133)



pois a Eq. (114) é o desenvolvimento do lado esquerdo
da Eq. (113), agora sendo igualado a zero, pois, con-
forme adotado, o lado direito dessa Eq. (113) é nulo em
virtude de parametrizagao afim. Contraindo ambos os la-
dos dessa Eq. (133) pela inversa da métrica e dividindo
por 2, procedimento andlogo ao que fizemos para levar a
Eq. (115) & Eq. (118), temos, em virtude das Eqgs. (120)
e (127):

dzP da”

Pz
— 4TI —— =0. 134
du? T8 du du (134)

Em outras paravras, a Eq. de Euler-Lagrange para o
novo funcional de Lagrange 2K, Eq. (131), levard & Eq.
das geodésicas [parametrizadas por pardmetro afim], Eq.
(134), de onde se léem diretamente os componentes nao
nulos I'g, # 0 da conexao métrica afim. Temos ainda
que, em virtude das Eqs. (123), (128), (129), (130) e
(132), as geodésicas classificar-se-a0 em tipo tempo, tipo
nula (ou tipo luz) ou tipo espago conforme:

2K = c? (27, 27;u) = cte > 0; (135)
2K = c? (27, 27;u) = cte = 0; (136)
2K = ¢ (27,27;u) = cte <0, (137)

respectivamente. Isso posto no contexto de relatividade
geral, pois que, doravante, adotaremos assinatura —2
para o tensor métrico, i.e., (+1. —1,—1,—1), exceto em
se tratando do contexto especifico da determinacao da
métrica para o setor espacial do substrato cosmoldgico,
Eq. (5), caso em que esse setor espacial passard somente
a ter assinatura —3, conforme nossa convenc¢ao, quando
completamente inserida a sua métrica na métrica com-
pleta do substrato cosmolégico, métricas essas que estao
em via iminente de terem completadas, a seguir, as suas
obtengoes.

Voltemos entao, a discussao que levou a Eq. (5), onde
estavamos incumbidos de determinar a métrica para o se-
tor puramente espacial do substrato cosmolégico sob as
condicoes postas pelo principio cosmolégico, viz., sob ho-
mogeneidade e isotropia para o setor puramente espacial.
Conforme argumentamos, o 3-escalar de curvatura deve
ser constante, nao dependendo de localizacao especifica
no setor puramente espacial do substrato cosmoldgico.
Em virtude da Eq. (2), obtivemos o 3-escalar de cur-
vatura:

3R =6K. (138)

3

O tensor de curvatura de Riemann dado pela Eq. (2) é
o tensor covariantemente contraido pela métrica a partir
do tensor de Riemman, este também chamado de tensor
de curvatura, ou simplesmente tensor de Riemann R s

JaeR3,5 = Rapys. (139)
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O tensor de Riemann Rj. s advém da nao comutabilidade
da derivada covariante, i.e.:

V,VsTg = VsV I577 #0 (140)
a despeito da diferenciacao parcial ordindria, que, em
geral, comuta. Em geral, verifica-se a falha de comutabil-
idade posta pela Eq. (140), exceto para variedade es-
pecifica em que existe um sistema de coordenadas de
cobertura no qual se anula a conexao afim em todos os
pontos dessa variedade, caso em que essa variedade é
dotada de propriedade denominada planitude afim, affine
flatness. Ha um teorema extremamente importante, o
qual nao vamos provar, ainda que a sua prova nao seja
complicada, porque nos interessa - o resultado -, muito
mais, neste estagio, do que os detalhes dessa prova. Tal
teorema:

e Uma condicao necesséria e suficiente para que haja
um sistema de coordenadas S de cobertura para
uma variedade, tal que se anule:

s
rs, =0, (141)
viz., tal que se anule, em S, a conexao afim em
todos os pontos dessa variedade, i.e., para que
tal variedade seja dotada de planitude afim, affine
flatness, é o anulamento do tensor de Riemann,

Rj3. s =0, em todos os pontos dessa variedade.

Esse teorema decorre da necessidade de que se possa efe-
tuar o transporte paralelo de um vetor contravariante en-
tre dois pontos de uma variedade independentemente da
curva tomada para que, sobre ela, se perfaca esse trans-
porte paralelo. Isso nao é sempre verdadeiro, pois, em
geral, o transporte paralelo de um vetor contravariante
entre dois pontos de uma variedade dependera do cam-
inho. Caso seja esse transporte paralelo independente do
caminho, a conexdo € dita integrdvel. Assim, uma vez
provados estes dois lemas intermediarios:

e Uma condicao necesséria e suficiente para que uma
conexao afim ' seja integravel em uma variedade,
integrable connection, é o anulamento do tensor de
Riemann, Rg ; =0, em todos os pontos dessa var-
iedade ;

e Uma condicao necesséria e suficiente para que uma
variedade seja dotada de planitude afim, affine flat-
ness, € que a conexao afim nessa variedade seja
simétrica e integravel, symmetric and integrable
connection,

prova-se o teorema supra. N&o nos ateremos aos detal-
hes dessa prova, mas que se retenham esses resultados.
Pois bem, como nao necessariamente trabalharemos, no
nosso contexto cosmoldgico, com uma variedade dotada
de planitude afim, nao teremos o anulamento aprioristico



do tensor de Riemann, e vice-versa. Dessa forma, a
derivada covariante nao necessariamente comutarda em
nossa variedade, como veremos a seguir. Todavia, ja
vemos que o tensor de Riemman, suficientemente, nao
se anula [escalar de curvatura nao nulo é suficiente para
que o tensor de Riemann nao se anule, dado que o an-
ulamento do tensor de Riemann é suficiente para que
se anule o escalar de curvatura, o que pode ser pronta-
mente inferido, para o setor puramente espacial, a partir
da Eq. (2) e da obtengdo que dela se seguiu para o 3-
escalar de curvatura dado pela Eq. (138); tal propriedade
nao é exclusiva do tensor de Riemann para o setor pura-
mente espacial, viz., sempre que o escalar de curvatura
for nao nulo, também nao o sera, o tensor de Riemann,

J
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nos respectivos pontos da variedade, o que se tornara
claro a seguir] para o setor puramente espacial do sub-
strato cosmoldgico, dado que, pela Eq. (138), vemos que
o escalar de curvatura para esse setor nao se anula, ex-
ceto quando esse espago possui curvatura nula (K = 0),
i.e., quando o setor puramente espacial for plano. Para
obter o tensor de Riemann Rgﬁy s» trabalhemos o comuta-
dor covariante, o comutador da derivada covariante, para
o caso de um campo tensorial contravariante V' (27) de
valéncia (1,0), viz., para campo vetorial V< (z7), con-
travariante, definido nos espagos tangentes T'» (M™) nos
pontos P (z7), Vv € {1,2,...,n}, V P cobertos por z7,
de uma variedade M" de dimensao n coberta por esse
sistema de coordenadas z7 [9]:

V VsV = VsV, V=V, (0sV* +T5VF) — Vs (0,V* + T, V), (142)
(
em virtude da Eq. (39), aplicada ao campo tensorial temos que:
em questdo, ao campo tensorial de valéncia (1,0), as-
severando. Ainda, em virtude da Eq. (39), aplicada,
separadamente, em relagao a coordenada 2”7 e em relagao o« o ¢ o o e
A coordenada z°, a dois campos tensoriais de valéncia VA I3 = 0I5 —T5, 18 + I T5,
(1,1), digamos T§* e S5, dados por: Vs S$ = 0555 — F%Séx +I'%S5, (144)
T§ = VsV® = 9V +T5,V7,
82 = V,V¥=09,V* +T4, V", (143)  donde:
|
V VsV = VsV VY = 0, (0sV* +T5:V7) =T, (0.V* +T5.V7) + T (0sV +T5V7) +
= 05 (0,V*+T5VP) 45 0V +T5.VP) —T% (0,V +T5,V7)
= 0,05V + 9, (T3;V7) = 5,0V — 5 TG V? + T 95V + T2 TGV7 +
— 050,V = 05 (TG, V?) + T5;0V* + T5,05.V? = %0,V —T&TG, VP
= (0,1%5) VP + 155 (0,VF) = T5,0.V™ = T5 TG VP + T2 0V + T2 5V +
— (06TG,) VP =T4, (05VF) + TS50V + TG VP — %0,V — T VP
= (0,T%;) VP = T5,0V* = T5 T4V + T T5VF — (05TG,) VP + T4 50.V
+ TS0 V7 =TI, V7
= (0,0%5) VP =T, (9.V™ +T5.VP) + T2 T5V? — (0sT%,) VP +
+ T%5 (Ve +T5.V7) — Ty, VP
— (OT85 + T8 T — 055, — TT5,) V7 + (%5 — T5,) (2.V° +T5.17)
= (0,75 — 0sTG, + T2 TG — IG5, T%) VP + (TS5 —T5,) V.V
= R§ V7 + (05— T5,) VeV (145)

Assim, a Eq. (145) fornece o comutador entre as
derivadas covariantes, viz.:

V, VsV = VsV, V* = R VP 42T 5V Ve, (146)

(

operado sobre um campo vetorial contravariante V¢,
onde utilizamos a Eq. (63) para a parte antissimétrica



da conexao; também, sendo, assim, de onde se define o
tensor de Riemann:

RG.s = 0,135 — OsT'g, + T I'gs — '3, 1'Gs- (147)
Conforme enfatizado anteriormente, a conexao afim nao
é um tensor, nao se transforma segundo a Eq. (7), mas a
parte antissimétrica da conexao afim o é, em virtude do
cancelamento do segundo termo na Eq. (20) [ou na Eq.
(22)] quando do célculo de T'? ) definido pela Eq. (63).

(8
Assim, O segundo termo do lado direito da Eq. (146):

2Ff75]VEV°‘ =TV VY, (148)
assim escrito em termos do tensor de tor¢ao definido pela
Eq. (65), é um tensor, pois a derivada covariante de um
campo vetorial contravariante, i.e., V.V também é um
tensor por construcao, conforme a construimos na mar-
cha que levou da Eq. (17) & Eq. (20). Assim, em virtude
da Eq. (28), a Eq. (128) ¢ uma igualdade entre ten-
sores idénticos e legitimos. Pode-se verificar que a Eq.
(147) se transforma como um tensor de valéncia (1,3)
pela aplicacao da regra de transformacgao para a conexao
afim dada pela Eq. (20) [ou pela Eq. (22)]. Porém, é
mais direta a verificagio de que Rf 5, Eq. (147), é um
tensor em virtude da Eq. (8), pois o lado esquerdo da Eq.
(146) é um tensor. Defina-se o tensor de Ricci R,p pela
contragao, pela inversa da métrica, nos primeiro e ter-
ceiro indices do tensor baixado de curvatura de Riemann
dado Eq. (139), viz:

Raﬂ = 976R6a76 =

Rap = 9"°95cRes = 01 R -

R.s = R] (149)
onde se utilizou a Eq. (91), estando implicita, como
usual, a convencao para somatérios de Einstein. Defina-
se o n-escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, pela con-
tragao, pela inversa da métrica, do tensor de Ricci, viz.:

"R=g""Rap = 9""R] 5.

(150)

Precisamos determinar o 3-escalar de curvatura para o
setor puramente espacial do substrato cosmolégico, in-
cumbéncia posta no inicio deste paragrafo. Temos agora
o arsenal matematico necessario, i.e., determinaremos a

J

2K (i, 2% u) = L2 (2, 2% u) = gap (2°) 272 = f2(r)i? 4 r20% + r? sin? 0 ¢,

uma vez que a métrica, Eq. (153), é diagonal, onde:
=7 (157)
2 =, (158)
2 = ¢ (159)
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Eq. (150) para o setor puramente espacial do substrato
cosmologico através de geodésicas nesse setor. Pelas
Egs. (150) e (138), temos, em virtude do principio cos-
moldgico, que o escalar de Ricci no setor puramente es-
pacial, portanto o 3-escalar de curvature, deve ser con-
stante, i.e., deve ser independente de localizacoes es-
pecificas de origem nesse setor, conforme argumentamos
de inicio:

3R =g"R,, = 6K, (151)
onde os indices latinos variam somente no setor espacial,
i.e., tomando todos os valores no conjunto {1,2,3}, uma
vez que a métrica para esse setor é dada pela Eq. (5),
sendo o elemento de linha correspondente dado pela Eq.
(4), as quais aqui se reescrevem, para facilitar referéncia:

do® = f2(r)dr® + r*d6” + r* sin® 0 dg?, (152)
Jap = diag [f2(r), 2,72 sin? 0] . (153)
Temos que resolver a Eq. (131):
oL? d (oL?
S = 154
Ox® du (8:’8“) 0, (154)
para a fungdo de Lagrange dada pela Eq. (132):
do\ 2
2K = L* = (dZ) = gapi®i’, (155)

conforme desenvolvemos anteriormente, para que se
leiam as componentes da conexao a partir da Eq. das
geodésicas obtida, Eq. (134), para que, entdo, se obten-
ham: o tensor de Riemann, Eq. (147), o tensor de Ricci,
Eq. (149), o 3-escalar de curvatura, Eq. (150), e, donde,
finalmente, resolve-se a Eq. (151). Temos que:

L2 = gapi®a®
3

a3t + good?i® + gsaiti
= guii + 92200 + g3300
91172 + g220% + g336*
= f2(r)i? +7%0% + r2sin? 0 2 .

(156)

(

Calculemos agora os termos necessarios as Eqgs. que
advém da Eq. (154), i.e., para as trés Eqs. de Euler-
Lagrange que se referem as coordenadas: r, para a qual
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a =1; 0, para a qual a = 2; e ¢, para a qual a = 3. Assim:
J
oL? oL? 0 . .
%l = B "3 fQ(r)f2 + 202 4 2 sin29¢2]
= 72. 2f(r)dfd7® +6%-2r +sin?0 ¢ - 2r
r
orr _ or 2 B0) ey
%l = o =2f(r)r 7—}-27"9 + 2r¢” sin” 6; (160)
[
oL? oL? 0 : .
@ = W = % f2(7")7;'2 -+ 7"292 + 7'2 Si1120¢2:|
= r2¢% - 2sinf cosh
2 2 )
g% = 85% = 2sin 6 cos 0 r?¢?; (161)
[
2 2 . i
g% _ aaiqs _ a% (£ 4 26 4 2 5in 0 7
=0
oL or?
oL’ oL’ O 2/ 82 | 242 .2 2,72
Frsiie Wza{f (r)r* +r°0° + r°sin“ 6 ¢
= 2f%(r)i ..
d [oL? d (0L? d o\, YRV df (r)
. Ldf(r)
542
= 220+ 4f () L
d (0C7\  d (oL . df(r)
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oL oL 9 . :
= o= (72} 4 1202 + v sin? 0 62
= r2.20=2%0 .

d (0L? d (0L? d : d : d . -d
N ms ) = (=)= (2r%0) =2— (r?0) =2 (r*—0 + 6 —1?
du (81"2) du ( 90 ) du ( " ) du (T ) (r du + du' )

= 2(r%+0-2r7)

d (o2  d [oc? ) :
i (52) = @ () =i 1oy
852 a£2 8 2 -2 202 2 2 12
95 = aiézafd_){f (r)7< +7°0° 4+ r°sin Gqﬁ}
= r2sin’ 6 ~2a3

4 (o _ a for
du \9i% )  du \ 9¢
_od ooy o d (o g
= (2r sin H(b) _2du( sin H(b)
_olpziopn d o d oy
_2_(1” sin G)du¢+¢du(r sin 9)]

r . d d
= 2|r?sin?0 ¢+ ¢ [ r>— sin? 0 + sin® 0 —12
L du du

= 9 _r2sin29<ﬁ+¢5<r2-2sin9 cosf0 +sin® 6 '27”7;)}

d (o  d (oL’ . g .
o (W’) = 2 (&b) = 2r%sin? 0 ¢ + 4sin 6 cos 0 1r*0¢ + 4sin® 0 rig. (165)
Com as Egs. (160) e (163) substituidas na Eq. (154),  mente espacial do substrato cosmoldgico relativa & coor-

obtemos a primeira Eq. de geodésicas para o setor pura- denada canonica z! =7, i.e.:



ot _a(oy_or_d qoc
Ozl ol ) or or

= 2f(r)r? df()+2 0% + 2r¢?sin? 6 — [

Vi +4f(r)r
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df( )

L 2P2() + Af ()i df( ) of(ryr? ( ) 9067 ~ 202 sin? 6 = 0 (x ambos os lados por [2/2(r)] " # o)
= f(lr) e f;&r) V- T;I(lme‘b -
- R T P =0
- R R e
e iy = oo

Analogamente, com as Egs.
na Eq.

(161) e (164) substituidas
(154), obtemos a segunda Eq. de geodésicas

J

92 92 ) 00

oL:  d (ac?)aﬁ d <ac2
o0

para o setor puramente espacial do substrato cosmolégico
relativa & coordenada candnica 22 = 6, i.e.:

) -0

=  2sinf cosfr?¢® — [27”29 + 47"1'“(9.} =0

= 220 + 4770 — 2sin 0 cos 124> = 0 (x ambos os lados por [2r2]

6+ gfé—sinﬁ cosf ¢? = 0.
r

Nova e finalmente, com as Egs. (162) e (165) substituidas
na Eq. (154), obtemos a terceira Eq. de geodésicas para

J

o o\ _oct 4 (ot _
0x3  du \0#3) 0 du ¢ N

4 )
(167)

o setor puramente espacial do substrato cosmolégico rel-
ativa & coordenada canénica x® = ¢, i.e.:

= 0—[2r2sin29g5+4sin0cos0r2é¢+4sin20rfgi> —0

= 2%sin’0 ¢ + 4sinf cos 7“29@ + 4sin?0rig =0 (x ambos os lados por [27"2 sin? 9}

. 4sinf cosfr? .. A4sin’0r ..
= + =0
¢ 272 gin? 9 272 sin29r¢

- 2 0 .
b+ b+ rqS—O

Em virtude da Eq. (134), lemos a partir da Eq. (166) as
tnicas componentes nao nulas no indice contravariante

T £ 0)

(168)

a = 1 da conexao métrica afim I'}, para o setor pura-



mente espacial do substrato cosmolégico:

d
rh = 1, - o 0 (169)
T}, = sesz%(r); (170)
. 29
rl, = 2¢=—%~ (171)

Analogamente, a partir da Eq. (167), lemos as tnicas
componentes nao nulas no indice contravariante a = 2 da
conexao métrica afim I'j . para o setor puramente espacial
do substrato cosmoldgico:

1
Iy = Ity =13, =T}, = = (172)

rz, = I‘zw = —sinf cosd, (173)
tendo em vista que a torcao é supostamente nula, i.e.,
a conexao é simétrica e dada pela Eq. (127) aplicada
ao setor puramente espacial do substrato cosmolégico,
onde se notam os componentes iguais que se aglutinam,
2,70 + F%léh na Eq. (167), o que ndo ocorre para
indices covariantes iguais, pois indices covariantes iguais
aparecem somente uma vez no somatério implicito na
Eq. (134). Mais uma vez, agora a partir da Eq. (168),
léem-se as tinicas componentes nao nulas no indice con-
travariante ¢ = 3 da conexdo métrica afim I'j, para o

J

Ryp = 0,17 — ol + T, —T{.I'eq
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setor puramente espacial do substrato cosmolégico:

cosf

Iy, = I3 =T3,=T% = 5 (174)
1

r?, = Iy =T% =17 = = (175)

onde, obviamente, aplicam-se, também aqui, os co-
mentarios anteriores sobre a simetria da conexao e sobre
a aglutinagao de termos na Eq. das geodésicas. Uma vez
que a métrica é diagonal, temos, em virtude da Eq. (150),
aqui aplicada ao o setor puramente espacial do substrato
cosmoldgico, portanto tridimensional, que o 3-escalar de
curvatura é dado simplesmente por:

3R = g" Ri1 + g**Ros + g**Ras, (176)

i.e., interessa-nos o calculo das componentes Rq1, Ros €
R33 do tensor de Ricci. Em virtude das Egs. (147) e
(149), temos que o tensor de Ricci é dado por:

= 0T}y + 0oT] + 05T, — (0T}, + 0iT'T, + 0nTd3) +
+ Th (T1y + T +T53) + 17 (D5 + T35y +T33) + T3, (T3, + T3 +T5;) +
- (FhFh + 1T + D108y + T3y, + TH05, + T308, + 19 T4y + 5,15, + F%SFgl)

oy 4] () 0 ()4 ()

L df(r) 11
+ f(r) dr [f(r) dr +r+r

1 df(r) 1 1]_[]*

— _29, C) + le(r) [%@F* rf2(r) dr— f2(r)

2 22 0
= —2:(-1) r2 " orf(r) dr
2 df(r)

Fn = rf(r) dr ’

onde as Eqgs. de (169) a (175) foram utilizadas quando
necessdrias. Analogamente, em virtude da Eq. (177),

Rap = (czcb
= 0.LG, — LG + TC LG, —T5. T, (177)
Portanto, Ry1 é dada por:
d 1 d 11 11
f() 1 i) 11, 11
(r) dr f(r) dr rr o rr
dfr) 1 [df(n]? 2
dr 72
(178)

Ry5 é dada por:
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Ray = 0I5y — 0215, + I'5,1¢, — 5.1,
= 011}, + 0513, + 0313, — (02T3; + 0I5, + 0oT55) +
+ T3, (Fh +T1, + F??;) + T3, (Fél +T3,+13 ) +T5, (leal +T3 + F33) +
- (F%1F%2 + 3003, + T33T85 + T3, Toy + T35, + [35T5, + I{3111:1),2 + 3,03, + 3,15 )

- o (7)o (5] + (7) [ o 23]
r 1 1 00590059
- (7)) <r) ( )+ g

= (=)0, f2(r)+ f2 [cos@ 9y (sinf) " + (sinh) ' 9y (cos@)] +
1

o df() 2] [ 2 cos® 6
() 7 e } { EoRe
= (=r)-(=2) f3(r) J;( r) — f73(r) - [(cos 0) - (—1)sin"260 (cos ) + (sinh) " - (— sin@)} +
o df(r) 2 + 2 cos’d
) dr f2r) (7“) sin” 0
_2r df(r) 1 cos? or df(r) 2 2 cos? 6
— f3(r) dr fz(r) + sin’ 0 1 f3(r) dr f2(r) + f2(r)  sin®6
o df(r) 1
For = myar T ey (179)

onde as Eqgs. de (169) a (175) foram utilizadas quando  (177), R33 é dada por:
necessarias. Finalmente, também em virtude da Eq.



R3s = 0.3 — 0315, + I'ssTc, — I'5.I'gs
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(83I‘§1 + 83F§2 + (93F§3) +

+ D33 (T1; + 175 +T55) + T35 (Tgy + T3y + T53) + T3 (03, + T35 +T33) +
— (P3iT13 + D355 + T35 + T3, Ty + T5,T55 + T33T55 + T 11%3 +T3,033 + T33033)

rsin” 0

rsin? 6

_ 5, [_

F()} + 8 (—sinf cos ) + [—

f2(r)

- {{ rsin 9} <)+(—5m9 cos@)ﬂ—i—
sin 6

2+ 2] Conren (38)

(r) dr sin 0

)0 () oo

= (fsm 9) [rf~2(r)] + [(—sin@) 9y (cos 0) + (cos 0) Op (— sin )] +
R N A T
= (= sin?0) {rd, [f 2] + [F20)] O} + (sin® 0 — cos? 0) — ’”Jf;r(li)e LI 2;;?;9 o0+
+ ;i;lx+cos29+;i;1(2§’+c0529
- ] et At
iR R
Rss = T;Bir(l:)e d";f) - jjf;? +sin?0, (180)

onde as Eqgs. de (169) a (175) foram utilizadas quando
necessarias. Para o tensor métrico diagonal dado na Eq.
(153), temos a seguinte inversao:

gacgcb — galglb +ga292b _|_ga3g3b _ 61()1 =
9°Gea = 9" 10 + 9% 920 + 9% 930 = 02 =1,

pois a e b sdo indices livres, onde se utilizou a Eq. (91);
i.e., os elementos nao nulos do tensor métrico diagonal in-
verso, para o setor puramente espacial do substrato cos-
moldgico, sao dados por:

1
g* —, Va e {1,2,3} ..

aa

1 1 1
fAr)r

g?* = diag (181)

"r2gin% 6

Portanto, em virtude das Eqgs. (176), (178), (179), (180)
e (181), o 3-escalar de curvatura para o setor puramente
espacial do substrato cosmolégico, 2R (o escalar de Ricci
tridimensional para o setor puramente espacial do sub-
strato cosmoldgico), é dado por:
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1 2 df(r) 1 rdf(r) 1 1 rsin® @ df(r) sin?0
R = 2y rf(r) dr 2 73(r) dr +1- fQ(T):| r25in2 0 { () dr - 72(r) 1 sin? @
2 df(r) 1 df(r) 1 1 L o df(r) 1 1
orf3(r) dr + rf3(r) dr rz r2f2(r)  rf3(r) dr r2f2(r) +7’72
sp o 4 4l 2 2 (182)

rf3(r) dr r2  r2f2(y)’

Conforme enfatizado, em vista do principio cosmoldgico,
esse escalar de curvatura deve ser constante, viz., con-
forme obtido anteriormente, deve ser dado pela Eq.
(151). Portanto, pelas Eqgs. (151) e (182), f(r) deve
ser tal que:

4 df(r) 2 2
r2f2(r)

rf3(r) dr r2 = 0K
afif, 1N\ _1

[ ()] =

1

(183)

J

£(-rin) (- )

[(—1) (-2) £3(r)

Temos uma Eq. diferencial [Eq. (183)] ordinéria de
primeira ordem cuja integragdo nao parece tao trivial.
Porém, note-se que:

1
r
1

2] (g}

_ 2 df(r)_i 1 )
- rf3(r) dr r2 o r2f2(r)
A1, 1N\l 4 die) 2 2
Zar { <1 f%“))] B0 a2 TR
:7j;ﬂ?¥°+0—+o+rwaﬂ
_ 4 df(r) i_i _z 4 _ 4 2
T ) dr *(r? ) T2+(7‘2f2(7“) T2f2(r)>+r2f2(r)
:{4 dfr) 2 2]+ 4 4
rf3(r) dr r2  r2f2(r) r2f2(r) 12
(4 A 22 ] a1
= [rfgm ar T r2f2(r)]+7“2 (f2<r> 1)
Eq. (183)
4 1
RRaRE <f()

£l (- 535)] - o B (i)

Nossa tarefa atual passa a ser a de resolver a Eq. (184)
para a fungdo desconhecida f(r). Para tal, defina-se a

(184)

funcao:

v =1 (1- 72 (185)



donde a Eq. (184) torna-se:
dy 2 1 1 Eq. (185)
oo gk s |- (1-
i = ()
d 2
di; = 3K—7y. (186)

A Eq. (186) ainda nao se encontra numa forma separgvel.
Para isso, devemos encontrar um fator de integragao, i.e.,
escrevendo essa Eq. (186) na forma:

dy = <3K— 2ry> dr

multipliquemos ambos os lados da Eq. (187) por um fator
de integracao A (y,r), viz.:

2
. (f - 3K) dr+dy = 0, (187)

Ay, ) (27?—3K> dr +X(y,r)dy =0, (188)

tal que essa Eq. (188) seja um diferencial total de uma
fungéo C (y,r) constante, i.e.:

dC (y,m) = X(y,r) <2£—3K> dr+ X(y,7)dy =0.
(189)

J
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Mas, em sendo a Eq. (189) um diferencial total, temos:

dc (y,r) = aCa(f’T) dr + ac(gy,r) dy=0, (190
e também:
0°C(y,r) _ 9°C(y,7)
oyor  Ordy (191)
Pelas Egs. (189) e (190):
oC (y,r) 2y ,
o Aly,r) (r 3K ) ; (192)
oC (y,r) _
20— Awn) (19)

Aplicando a condigao dada pela Eq. (191) para um difer-
encial total, utilizando as Egs. (192) e (193), temos que
A (y,r) deve satisfazer:

0%C 0 oC 0 2 0 0 oC 0*C
FClr) _ 050Gwn) _ 0 Myor) (2 =3K) | = SA@,r) = — w.r) _ (v.7)
Qyor dy Or oy r or or Oy ordy
NN, 2 oA
— = A— | —-3K — —3K | —
7 = Ay (2oa) + (o)
2 2y oA
= A - — —3K | —. 194
T * ( r ) oy (194)
Pela Eq. (194), vemos que podemos escolher um fator  Eq. (194) torna-se:
de integragdo que dependa somente de r, i.e., A = A(r),
uma vez que se anulard, sob tal escolha, o segundo termo dA(r)  2A
no lado direito dessa Eq. (194), sendo, também, coerente dr (195)
com o lado esquerdo dessa Eq. (194) que, entdo, depen-
derd somente de r. Assim, com A = A(r), temos que a cuja integragao é trivial:
J
dx dr d\ dr 1
ﬁ = 7 = / ﬁ = 7 = §1n|)\| = 1H|T‘ + constante . (196)
[
Como estamos interessados em qualquer fator de inte- (196), fagamos nula a constante de integracdo. Disso

gracao da familia de fatores de integracao dada pela Eq.



decorre que:

In|AY% = Injr| = In Y N _ oo v

7| 7]
VIAL= ||

=1=

T Al = Irf = A =|r|* =
2
\/)\2:(\/172) =VA2=r2= 22 =t -
A =472 (197)

Mais uma vez, interessa-nos qualquer fator de integracgao.
Assim, tomemos:
) =72, (198)

Substituindo o fator de integracdo dado pela Eq. (198)
na Eq. (192), temos:

0CW.T) o 3Rr?
or
aC (y,r) = (2yr —3Kr?) Or =
/80 (y,r) = /(er— 3Kr?) or =
C (ya 7“) = yr2 - KT.S + h(y), (199)

onde h(y) é uma funcdo exclusiva de y. Substituindo
C (y,r) dado pela Eq. (199) na Eq. (193), bem como
A(r) dado pela Eq. (198), determinamos h(y):

0
[yr2 — Kr3 + h(y)] = r? = &y

dy

h(y) = h = constante. (200)

A substituigdo de h = constante, dado pela Eq. (200),
na Eq. (199) prové a solugao geral da Eq. (186), i.e.,
a solucao geral dessa Eq. diferencial. Todavia, como
C (y,r) também é constante, temos que h pode ser ab-
sorvido por C (y, 7). Chamando C (y, r)—h simplesmente
de C', uma constante, temos, entao, a solugao geral da Eq.
(186):

yr? — Kr® = C. (201)

Nosso problema de determinacao de f2(r) estd comple-
tamente resolvido, pois, em virtude da Eq. (185):

1 1
T<1_J62(7")) rP—Krt=C=

r(l—f;(r)> =C+ Kr?

1 C 1 C
1-— = — K2 :1_7_K2
(- pg) =R g

(202)

Porém, como nao hé singularidade alguma nas origens
tomadas sobre o setor puramente espacial do substrato
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cosmoldgico, i.e., em r = 0, para qualquer origem, temos
que a constante de integragdo C' na Eq. (202) deve ser
nula. Assim, em virtude da Eq. (202), retirada a re-
stricao para a origem, i.e., C' = 0, temos que a fungao
f?(r) estd completamente determinada:

1

2
=——. 203
10 = T (203)
Portanto, o elemento de linha do setor puramente espa-
cial do substrato cosmoldgico, dado pela Eq. (4), estd

completamente determinado:

B dr?
T 1— Kr2

Temos que determinar o tensor métrico completo para
o substrato cosmoldgico 4-dimensional, o elemento de
linha completo, o qual é dado pela Eq. (90), enfati-
zando, agora, o retorno ao uso dos indices gregos, os quais
tomam todos os valores para o espago-tempo cosmoldgico
(substrato cosmolégico), i.e., tomando os valores 0, 1,2, 3.
Reescrevemos a Eq. (90):

do? + 72d6? + r%sin® 0 dp?. (204)

ds? = gap (z7)dx®dz”
9oo (dx0)2 + goadz’dz® + gaodz®da’ + gapdz®dx®

Joo (dx0)2 + 2900dz’dz® + gopdz®da®

= goodt® + 2goadtdz® + gapdz®da®, (205)

enfatizando que o tensor métrico gog = gap (x7) ¢é avali-
ado em cada ponto da variedade, i.e., dependendo tao
somente da localizacdo (z7) na variedade onde é avali-
ado; escrevemos a Eq. (205) separando as componentes
puramente espaciais (indices latinos tomando os valores
1,2, 3) no elemento de linha, pois o requisito de isotropia
acabard por restringir a forma final da Eq. (205); 2° =
foi definida como a coordenada temporal cosmoldgica, a
qual consideraremos em seguida. Note-se que o requisito
de isotropia espacial é incompativel com go, # 0, uma
vez que uma inversao de eixo espacial alteraria a assi-
natura da métrica, viz., num dado instante cosmoldgico,
o principio cosmoldgico requer que nao se verifiquem
direcoes espaciais geometricamente privilegiadas, sendo
que a métrica completa estaria inserindo um efeito de
anisotropia relacionada ao setor puramente espacial, in-
compativel com a pureza homogénea e isotrépica suposta
para esse setor. Em outras palavras os observadores fun-
damentais, os pontos do substrato cosmoldgico, devem
descrever curvas 4-dimensionais que sao ortogonais ao
setor puramente espacial do substrato cosmolégico, cur-
vas essas que, pela hipétese de Weyl posta no inicio de
nossa discussao, devem pertencer a uma congruéncia de
geodésicas do tipo tempo, entdo, uma congruéncia de
geodésicas do tipo tempo ortogonais ao setor puramente
espacial. Por essas consideragoes, a Eq. (205) reduz-se &
forma:

ds® = goodt? + gapdz®da®. (206)



Ademais, conforme discutimos de inicio, os observadores
fundamentais, os préprios pontos do substrato cos-
moldgico, possuem coordenadas espaciais fixas, donde,
um intervalo fundamental para um desses pontos, em vir-
tude da Eq. (206), 1é-se:

ds?® = goodt?, (207)

pois a coordenada puramente espacial % que rotula um
dado ponto do substrato cosmolégico permanece con-
stante, para qualquer ponto do substrato cosmoldgico,
ainda que cada ponto tenha o seu préprio rétulo, o que,
obviamente, o distingue de outro ponto distinto, mas com
dz® = 0,V a € {1,2,3}, qualquer que seja o ponto do
substrato cosmolégico. Tais observadores fundamentais
com suas coordenadas espaciais fixas nesses pontos do
substrato cosmoldgico, i.e., os proprios pontos do sub-
strato cosmolégico, sao os observadores comdveis. E a
congruéncia de geodésicas desses observadores coméveis
que se refere a hipétese de Weyl. Em virtude do principio
cosmolégico, num dado instante, cada ponto do sub-
strato cosmoldgico, portanto pertencente ao setor pura-
mente espacial do substrato cosmoldgico, ou, o que é
0 mesmo, a uma hipersuperficie de simultaneidade do
substrato cosmoldgico, deve ser totalmente equivalente
do ponto de vista fisico, i.e., os observadores nesses
pontos dessa hipersuperficie instantanea observam, de-
screvem, as propriedades instantaneas do universo ex-
atamente da mesma maneira. Portanto, o instante cos-
moldgico deve ser o mesmo para qualquer um desses pon-
tos nessa hipersuperficie, obviamente condizente com a
propriedade de simultaneidade para tal hipersuperficie.
Assim, a hipersuperficie inteira é rotulada por um
parametro, denominado instante cosmolégico da hiper-
superficie. Um conjunto de tais hipersuperficies con-
tinuamente ordenado de forma crescente é rotulado por
um parametro continuo crescentemente ordenado denom-
inado tempo cosmoldégico. Portanto, como a evolugao 4-
dimensional de um ponto em tal hipersuperficie dar-se-a
pela passagem subsequentemente continua a outra hiper-
superficie, esse ponto descrevera uma geodésica ortogonal
a essa hipersuperficie cuja variagao paramétrica ao longo
dessa geodésica é dada por ds = dt, onde t é o tempo
cosmoldgico e, em sendo esse o tempo a ser cosmologica-
mente definido na Eq. (206), em seu lado direito, temos,
aplicando, particularmente, essa Eq. (206) & geodésica
especifica que descreve de um observador comoével, i.e.,
usando a Eq. (207), temos que (ds = df somente para
observadores coméveis, ratifique-se):

dt2 = goodt2

goo = 1. (208)

Deixemos claro que ¢ sempre serd o tempo cosmoldgico
no lado direito da Eq. (206), interpretado, por forca
de definicdo paramétrica para as geodésicas comdveis
pela rotulacao das hipersuperficies de simultaneidade
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do substrato cosmolégico, como sendo o tempo medido
pelos observadores coméveis, i.e., é o parametro que
parametriza as geodésicas que sao as trajetérias cos-
moldgicas dos observadores comdveis, mas que nao sera
o mesmo parametro de uma geodésica outra que nao seja
a trajetéria de um observador comével, i.e., em outras
palavras, ds no lado esquerdo da Eq. (206) somente serd
dt, a variacao elementar de tempo cosmoldgico, quando
o comprimento de arco ds ao longo de uma geodésica for
o de uma geodésica que descreve a trajetéria de um ob-
servador comével, de um ponto do substrato cosmolégico
que evolui segundo a dinamica desse substrato. E.g., um
féton que se propague pelo universo terd ds = 0 # dt # 0,
uma vez que fétons satisfazem a Eq. (129). Assim, o el-
emento de linha dado pela Eq. (206) torna-se:

ds® = dt* + gapdar®da®. (209)

Ademais, impoe-se a unicidade para o parametro ¢ como
sendo um parametro afim tdnico para as geodésicas
comoveis, i.e.:

d = 0

= 1

u = t;
s(u) = u=t, (210)

na Eq. (123), i.e., os pontos do substrato cosmolégico
descrevem trajetorias 4-dimensionais que sao geodésicas
métricas afins parametrizadas pelo parametro afim tinico
dado pela Eq. (210), o tempo cosmoldgico, geodésicas
essas que formam um conjunto de geodésicas, i.e., uma
congruéncia de geodésicas ortogonais as hipersuperficies
de simultaneidade a cada instante ¢, hipersuperficies es-
sas rotuladas por esse parametro afim tnico ¢, sendo que
tais geodésicas focalizam em um ponto remoto no pas-
sado cosmoldgico e possivelmente num ponto futuro, pela
hipétese de Weyl. O sistema de coodenadas de cobertura
para o substrato cosmolégico é entao o dos observadores
comoveis. Assim, a cada instante ¢, temos uma hiper-
superficie de simultaneidade em que cada ponto dessa
hipersuperficie possui 4 coordenadas: ¢, mais as trés co-
ordenadas espaciais do ponto nessa hipersuperficie, as
quais, em coordenadas esféricas para o setor puramente
espacial, sao dadas por (r, 8, ¢); cada ponto de uma hiper-
superficie de simultaneidade é dado pela intersecgao entre
a geodésica comovel a qual pertence o ponto e a hiper-
superficie em si. Tal sistema S de coordenadas é dito
sistema de coordenadas gaussianas normais, pois se de-
fine tal sistema pela condigdo para o tensor métrico:

EARY

0. (211)

goo
5

9oa =
Tal sistema de coordenadas separa o setor puramente
espacial no elemento de linha do termo puramente



cronolodgico t, conforme discutimos hé pouco. Nesse sen-
tido, explica-se a denominagao normal, sendo essa re-
feréncia feita a ortogonalidade das geodésicas comédveis
em relagao ao setor puramente espacial, i.e., em relacao
as hipersuperficies de simultaneidade. Em outras
palavras, como bem enfatizado e indicado anteriormente,
homogeneidade e isotropia sao propriedades espaciais,
relacionadas ao setor puramente espacial do substrato
cosmoldgico. A evolugdo temporal, particularmente, uma
expansao, passa a estar conforme, em concordancia, com
essas duas propriedades puramente espaciais que logica-
mente emergem do principio cosmoldgico em termos de
coordenadas gaussianas normais. Claramente, em outras
palavras, a expansao (ou contragdo) ocorre no setor es-
pacial do substrato cosmolégico. Assim, o que tinhamos

J

ds? = dt* — S*(t) do? = dt* — S*(t) (

onde (+,—,—,—) é a assinatura adotada para a nossa
variedade Riemanniana, para o substrato cosmoldgico.
Note-se que o 3-escalar de curvatura para o setor espacial
nao é constante, a despeito do 3-escalar de curvatura do
setor puramente espacial que obtivemos anteriormente,
este dado pela Eq. (182) e igualado & constante 6K na
Eq. (183). Ocorre que, para o setor espacial com o el-
emento de linha dado pela Eq. (212), o célculo para
o 3-escalar de curvatura para esse setor é exatamente
idéntico ao que fizamos anteriormente, sendo que a tnica
diferenca é que partiriamos da métrica:

Jap = diag [SQ(t)fQ(r), S2(t)r?, S%(t)r? sin? 9] . (214)

em vez da Eq. (153). Como o célculo que la fizemos
referiu-se a um instante fixo, i.e., somente para o que de-
nominamos setor puramente espacial, toda a derivagao
que fizemos seria idéntica até a aplicagao final da Eq.
(176), uma vez que o fator comum S?(t) desapereceria
quando das Eqs. para as geodésicas do substrato espa-
cial, Egs. (166), (167) e (168). Portanto, as compo-
nentes da conexao I'}, obtidas dessas Eqs. seriam as mes-
mas, levando exatamente as mesmas componentes para
o tensor de Ricci dadas pelas Egs. (178), (179) e (180).
Todavia, quando da aplicacdo da Eq. (176), o tensor
métrico inverso dar-se-ia por:

1 1 1
)f2(r)" S2(t)r2” §2(t)r2sin0)

g = diag S0 (215)

em vez da Eq. (181). Assim, a marcha que vai da Eq.
(181) até a Eq. (182), viz., a aplicagdo da Eq. (176),
levaria, para o setor espacial, ao seguinte 3-escalar de
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chamado de setor puramente espacial do substrato cos-
moldgico, cujo elemento de linha é dado pela Eq. (204),
passa a ser dado por:

do? — S?(t)do?, (212)
diferindo o setor espacial (ndo mais puramente espacial,
simplesmente espacial), a cada instante, do setor ante-
rior, por um fator de escala S(t) que o expande (ou con-
trai) & medida que o universo evolui. Portanto, o ele-
mento de linha completo para o substrato cosmoldgico,
pelas Eqs. (204), (209) e (212), é o que se conhece
por elemento de linha de Robertson-Walker, sendo, as-
severando, assim, que, matematicamente, a métrica do
espago-tempo cosmoldgico tem a forma:

dr? 2 192 2 2 2
1 K2 + r°df° + r*sin” 0 d¢ ) , (213)
[
curvatura:
4 df (r) 2 2
*R= — 21
R S2(t)rf3(r) dr S2(t)r? Sz(t)TQfQ(r)’ (216)

em vez da Eq. (182), donde a Eq. (183) seria idéntica,
viz.:

4 df(r) 2 2 6K
SO dr SO SO - S20)
(217)

Note-se que, efetivamente, uma expansao tal que S?(t) —
oo tende a tornar o 3-escalar de curvatura 3 R(t) dado pela
Eq. anterior, i.e.:

(218)

com K(t) = K/S?(t), nulo, i.e., tende a tornar o uni-
verso localmente plano em seu setor espacial, o que pode
ser referido como um crescimento da planeza local espa-
cial sob tal comportamento expansivo para o universo.
Porém, enfatize-se que K no elemento de linha dado pela
Eq. (213), em seu lado direito no setor espacial, é con-
stante, definido na Eq. (2). Assim, em sendo K # 0, o se-
tor puramente espacial nao é puramente plano, ainda que
o setor espacial, em virtude de expansao, possa ser cada
vez mais localmente plano. Antes de adentrarmos no
calculo das Egs. diferenciais cosmolédgicas propriamente
ditas através da aplicacao do método das geodésicas que
desenvolvemos anteriormente, agora a ser aplicado ao
substrato 4-dimensional, i.e., ao tensor métrico que define
o elemento de linha completo dado pela Eq. (213), em
conjuncao com as Eqs. de campo da relatividade geral, é



conveniente que normalizemos a constante de curvatura
K; K é denominada curvatura gaussiana. Definimos uma
nova coordenada espacial 7, tal que (supondo K # 0):

7 Rp T
= (219)

VISPV

J

ds®> = dt* — S%(t)

1

()l [~ (e
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onde ficara claro mais adiante o porqué de termos escrito
um fator (Ry/Rp) = 1, o que nao altera em nada a Eq.
(219), sendo que Ry é um comprimento arbitrdrio. As-
sim, substituindo r dado pela Eq. (219) na Eq. (213),
temos:

271 N2 N2
> + (JT?) 62 + (\Aﬁ) sin? 0 dep?

I -1 =2 =2
_ar-2d | g 1o Bl L g T sin?0de?
|K|

VIK|
L A
|K|1—(K/|K|)T?  |K]

e St dr?
= R L—<K/|K|>r2

= dt* — 5*(t) {

Definam-se, a curvatura gaussiana normalizada k:

K
k= — se K#0; (221)
K]

k= 0se K=0, (222)

sendo que a curvatura gaussiana normalizada assumird
um dos valores:

ko= —1, (223)
k = 0 ou (224)
ko= +1, (225)

caso seja o setor espacial de topologia aberta, plana ou
fechada, respectivamente, e o fator de escala reescalado:

a = & se K #0; 226
(t) KT e K #0; (226)
a(t) = S(t), se K =0, (227)

donde, pelas Egs. (220), (221) e (226), a Eq. (213) é
reescrita na forma canodnica para K # 0:

dr?
1—kr?

ds* = dt* — a*(t) ( + r2d6? + r*sin® 0 d¢2> )
(228)
onde renomeamos 7 novamente, para r. Notemos que a
aplicagao das definigoes dadas pelas Eqgs. (222) e (227) &
Eq. (228) leva a Eq. (213), dado que K = 0 nesse caso.
Assim, a forma para o elemento de linha de Robertson-
Walker dada pela Eq. (228) continuard védlida qualquer
que seja a geometria para o setor espacial, i.e., seja ela

+ 72d6* + 7% sin? 0 dgﬂ .

K] K]

1 1
+ —72dh* + — 7% sin® 0d¢2]

K]

(220)

aberta [Eq. (223)], plana [Eq. (224)] ou fechada [Eq.
(225)]. A Eq. (228), simplesmente elemento de linha
de Robertson-Walker, serd posta sob uma forma fisica
ao final, donde as unidades fisicas ficarao claras, i.e., os
significados, de s, de a(t), bem como o de r. Por en-
quanto, vamos utilizar o elemento de linha na forma dada
pela Eq. (228) sem nos atermos a significagao fisica rela-
cionada a unidades, para que nao precisemos ficar car-
regando constantes ao longo dos célculos que faremos,
donde, digamos, que, por enquanto, vamos trabalhar com
o elemento de linha dado pela Eq. (228) em sua forma
matematicamente natural, ou ainda, em unidades natu-
rais.

Determinemos as Eqgs.  diferenciais cosmoldgicas.
Primeiramente, apliquemos o método das geodésicas, o
que foi aplicado anteriormente ao setor puramente espa-
cial, agora aplicado & métrica cosmoldgica completa dada
pela Eq. (228), para que obtenhamos as componentes da
conexao métrica afim I'}_ para o substrato cosmoldgico.

A partir da Eq. (228), com «, 5 € {0,1,2,3}:

=t =r 2P =0e2® =0,

onde o significado fisico dessas coordenadas ficard inteira-
mente determinado ao final, conforme dissemos, quando
voltarmos a considerar essas coordenadas do ponto de
vista da métrica original, em termos fisicos, que leva a
Eq. (228); indices gregos variarao de 0 a 3, e indices lati-
nos de 1 a 3. A funcao de Lagrange, ou simplesmente
lagrangeana, serd dada, em virtude da Eq. (131) e (132),
por:



1
K (37,27 u) = S gag (a7) 8737 = 5

pois gog = 0 para a # ( no presente caso, conforme
facilmente se verifica a partir do elemento de linha dado
pela Eq. (228). Note-se que estamos aqui tomando K
como funcdo de Lagrange, o que, evidentemente, levara
as mesmas Egs. para as geodésicas no substrato cos-
molégico, uma vez que podemos multiplicar ambos os
lados da Eq. (131) pelo fator 1/2, Eq. essa que se
torna a Eq. de Euler-Lagrange para a funcao de La-
grange (1/2) L2 = K = (1/2) gapi®3?®, em virtude da Eq.
(132). Salientemos que os pontos denotam d/du, sendo u
um parametro geodésico afim. Procederemos o calculo
para geodésicas quaisquer que sejam observadas pelos
observadores comoéveis, i.e., segundo o tensor métrico
dado pela Eq. (228), donde ¢t nao serd necessariamente
o parametro afim dessas geodésicas quaisquer, sendo t,
conforme discutido hé pouco, o parametro geodésico afim
das geodésicas que sao as trajetdrias 4-dimensionais dos
observadores coméveis em si, i.e., dos pontos do sub-
strato cosmoldgico. Depois, particularizaremos as nos-
sas geodésicas quaisquer obtidas para que sejam as tra-
jetorias 4-dimensionais dos observadores comdveis, i.e.,
estaremos interessados na dindmica dos pontos do sub-

J

1 .0 1 1. 1 9. 1 3.
~g00 #°3° + Zg11 &' & + ga0 i°37 + = g33 i°3°,
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22
2 2 2 (229)

strato cosmolégico em si, viz., na dinamica do universo,
mas isso somente sera feito mais adiante. Assim, ¢t é ape-
nas uma das quatro coordenadas espaco-temporais dos
pontos que descrevem as geodésicas quaisquer que obter-
emos, cujo significado fisico é o de parametrizar os obser-
vadores coméveis em si, sendo u um parametro afim que
estard parametrizando uma geodésica qualquer a satis-
fazer a Eq. geral das geodésicas, agora no contexto do
tensor métrico dado pela Eq. (228), elemento de linha
de Robertson-Walker, sendo que, particularmente, pela
Eq. (210), acabard u por coincidir com ¢ no caso em
que as geodésicas sejam as trajetorias 4-dimensionais dos
pontos do substrato cosmolégico. Enfatizem-se esses co-
mentarios, e perdoe-se a prolixidade, para que nao se es-
tranhe o fato de que dt/du = t ndo seja necessariamente
igual a 1, exceto para os observadores comdveis, para os
pontos do substrato cosmoldgico em si. Dadas essas con-
sideragdes, continuemos. A partir da Eq. (228), obtém-se
as componentes nao nulas do tensor métrico segundo as
coordenadas comoéveis para os pontos da variedade por
construgao, as componentes diagonais do tensor métrico:

gap = diag [+1, —a’(t) (1 - kr2)71 ,—a®(t)r?, —a®(t)r? sin® 9} :

Assim, a partir das componentes acima para o tensor
métrico, a lagrangeana, Eq. (229), torna-se:

K&, 2";u) =

As Egs. de Euler-Lagrange sao dadas por:

d (oK oK
du \ 0z

~ 5y =0 V7 €{0,1,2.3}.

(231)

Lo 1, 2\
§t 2a(t)(l kr?)

1

1 . 1 ;
R ) (230

A partir da Eq. (230), calculam-se as necessarias difer-
enciagoes requeridas pelas Eqgs. de Euler-Lagrange, Eq.
(231). Primeiramente, para 0K /0t e para 0K /0t, temos:
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% 31-2_12 . 2—1~2_12 2'2_12 232 .2 _1'_',
py 5 {2t 59 () (L—kr?) 7 59 (t)r e 59 (t)r ¢p”sin“ 6| = 22t—t,
67’6 g1'2_12 TR e TR VRN ST R S PR ST S
T ey {Qt 50 ) (1—kr?) 7 54 (t)r<6 54 (t)r<¢°sin” 6
_1 1.2 1-2g2 _}2'2Q2 _12 .2 '292
5 (1—kr?) 7 py (t) 5" 0 5% (t) 5" (sin®0) ¢ 5% (t)
R PRI B daft) 1 o4 da(t) 1 5/ . 94 7o dalt)
5 (1—kr?) 2a(t) ot 5" 0° - 2a(t) ot 5" (sin” 8) ¢ - 2a(t) 9
—aa i (1- k‘rz)_l — aa'1%6% — ad' r*¢$?sin®0, onde d = a’ (t) = dczlit).
[
Agora para 9K /0r e para 0K /0r, temos:
3£ ﬁ}-z_lz 2 22 -2 202 -2 22 - 2
o 7 [215 5 t) (1 —kr?) "7 a(t)r-6 a”(t)r°¢* sin” 0
_1 2—1ﬁ.2 12 o2\ —1
a®(t) (1 — kr?) 5 = 3¢ (t) (1 —kr?) 2r
—ia®(t) (1 — kr?) 1,
% 212 1o B U PN YL SIS S VPN R
o . [2 50 ) (1 —kr?) 7 50 (t)r=0 50 (t)r<¢*sin” 0
_12 -2& 2—1_12 '222_}2 ) '2&2
50 (t)r 5 (1—kr?) 54 (t)0 57 3¢ (t) (sin® 0) ¢ 5"
1 —2 0 1 . 1 . ;
-3 2(t)r? - (1) (1 — k7"2) o (1 — krg) — iag(t)02 - 2r — §a2(t) (Sln2 9) & - 2r
—%cﬁ(t)rz (=1) (1 — kr?) 2 —k)-2r — %a2(t)92 - 2r — %az(t) (sin®0) $* - 2r

1)0% — ra?(t) (sin2 9) @

O _ 0 [La L (1) 2 S L]
_ _%Cﬁ(t)r?%e? _ —%aQ(t)TQ .20
= —r29a2(t);

%’; = % BF - %az(t) (1—kr?) " 2 - %aQ(t)ﬁé? —~ %&(t)ﬁdﬁ sin” 9]
= 7%a2(t)r2¢2% sin? f = f%az(t)ﬂqp -2 (sin0) % sin 0

= —%az(t)r2¢32 -2 (sinf) cos b

= —r2a®(t)$?sin 0 cosb.



Finalmente, para (“)lC/@qB e para 0K /0¢, temos:

a—’; = E [1t'2—1a2(t) (1—kr2)
0 a¢ 2 2
= —%cﬂ(t)r2 (sin? 6) 8(1(;52 =—
= —r2a2(t)q'bsin29;
oK _ 0flp 1,
9 % [f 2
= 0.

Temos quatro equacgoes diferenciais a partir das Egs.
de Euler-Lagrange, Eq. (231):

% (%’E) - % = 0; (232)
% (Z’:) - % = 0; (233)
% (aa’g) - %’; = 0; (234)
% (g’;) - g—’; =0, (235)

condigoes necessarias para acao estaciondaria, dado que
as Eqs. de Euler-Lagrange seguem do principio da agao

estacionaria:
5/ \/ Gapt®iPdu = 0,
ac

conforme discutido anteriormente em nossas consid-
eragoes sobre geodésicas, exceto para geodésicas do tipo
nula, quando o argumento falha em virtude da nuli-
dade do elemento de linha. Contudo, conforme vimos,

J

i? (1 - kr2)71 — af(t)

f+ aa i (1- k‘r2)_1 + ad' r2602 + aa'r2¢* sin 0

A partir da Eq. (233) e das Egs. previamente obtidas
para 9K /0r e para 9K /0r, tém-se:

da(t)
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- 1 . 1 .
Tp2 §a2(t)r292 - §a2(t)r2q§2 sin? 6]

1

—a?(t)r? (sin2 9) - 20

2

(t)(1- kr2)_1 72— %a2(t)r292 - %ag(t)r%? sin? 0]

a equagao para as geodésicas serd a mesma, com o lado
direito nulo, independentemente do tipo de geodésica
quando tomamos uma parametrizagao afim, i.e., quando
usamos um parametro afim que anule f(u) no lado dire-
ito da Eq. (58) para as geodésicas, escolhida a conexao
dada pela Eq. (127). Esses parametros diferirao entre
si, conforme anteriormente discutido, em fungao do tipo
de geodésica, ainda que sejam parametros do tipo afim
[u| f(u) = 0, na Eq. (58)] em qualquer caso em que
eles assim sejam escolhidos. Lembremos que podemos
tomar a equacdo de Euler-Lagrange, Eq. (231), com K
definida pela Eq. (229), justamente pelo fato de estar-
mos utilizando uma parametrizacao afim, u sendo um
parametro afim. Construamos as Eqgs. de geodésicas no
substrato cosmoldgico para que possamos extrair dessas
Egs. as componentes da conexao afim I'5,, pois precis-
aremos da conexao afim na solucao das Eqs. de campo
da relatividade geral Gog — Agap = 8mTo3. A partir da
Eq. (232) e das Eqgs. previamente obtidas para 0KC/0f e
para 9K /0t, tém-se:

. da(t) o9 .
2452 _ 272 .2
prad 0% — a(t) " ¢° sin” 0

(236)
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% [—7'“(12(75) (1- er)il} - [—kraQ(t)f“Q (1- k’r2)72 — ra®(t)0? — ra®(t)¢? sin? 9} =0 =
—7'"% [az(t) (1- k’r2)71} +a’(t) (1 - kr2)71 % (=) + kra®(t)r* (1 — kr2)72 +ra?(t)6? + ra®(t)¢*sin?0 = 0 =
—7 [aQ(t);i (1- kr2)71 +(1- kr2)71 iag(t): —ia®(t) (1 - kr2)71 +
+ kra®(t)r? (1 — krz)_Q + ra®(t)0% + ra®(t)¢*sin® 0 = 0 =
— [GQ(L‘) (=1) (1 — kr?) - % (1—kr?)+(1- kr2)71 <2a(t)djl$)) —ia®(t) (1 - k:7“2)71 +
+ kra®(t)r* (1 — kr2)_2 + ra®(t)0% + ra®(t)¢*sin® = 0 =
— {az(t) (1) (1= k) 2 (k- 2ri) + (1 — kr?) ™ <2a(t) d‘;(tt) ji) —ia?(t) (1-kr?) "+
+ kra®(t)r* (1 — kr2)72 + ra®(t)6? + ra®(t)¢*sin®0 = 0 =
-7 [2kr7’“a2(t) (1- kr2)72 + 2a(t)d ()i (1- kr2)71] —ia®(t) (1 - kr2)71 + kra®(t)i? (1 — kr?) 24
+ra?(t)0? + ra®(t)$*sin’ 0 = 0 =
—2kri?a®(t) (1 — kr2)_2 —27a(t)a (t)E (1 — k;rz)_l —ia®(t) (1 — k‘rz)_l + kra®(t)i? (1 — k7"2)_2 +
+7a?(t)0? + ra®(t)p?*sin® 0 = 0 =
—kri2a?(t) (1 — kr?) "2 = 2ia(t)a (0)F (1 — kr?) " —#a®(t) (1 — kr®) " 4+ ra®(1)0° + ra®(t)¢® sin®0 = 0
—ia®(t) (1 — k‘r2)71 — 2ra(t)a (t) (1- kr2)71 — kri*a®(t) (1 — kr2)72 + r0%a?(t) + rd?a®(t)sin?0 = 0.
(237)
Ainda, a partir da Eq. (234) e das Egs. previamente
obtidas para OK /00 e para 9K /00, tém-se:
% [—r29a2(t)] - {—r2a2(t)¢.>2 sin# cos 9} =0 =
—r2% [9@2@)} + 9a2(t)% (—r2) + r2a2(t)¢2 sinf cosf = 0 =
—r? {éd‘ia%) - a2(t)é] + 0a®(t) (=2r7) + r?a®(t)¢*sinf cosh = 0 =
—r? {0 . 2a(t)dfl—it) + aQ(t)é} — 2ra®(t) + r2a®(t)$? sinf cosf = 0 =
2 [9‘ 2a(t)d (t)i + aQ(t)é} — 2ifa(t) + r2a®(t)$? sin b cos® = 0 .
—2a(t)a/ (t)r20i — 22 ()0 — 2r7Ba®(t) + r2a®(t)$ sinf cos§ = 0. (238)

E, finalmente, a partir da Eq. (235) e das Egs. previa-
mente obtidas para 9K/0¢ e para 9K /0¢p, tém-se:
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%[* 2(t)sin® e]fof dd [a2(1)sin? 9}+a()¢(sm29)%(7,~2) 0 =

2 {aQ <¢bln 9) + ¢sin? e—a (t )} +a2(t)é (sin?6) (—2r7) = 0 =

_TQ{aQ(t) {éﬁdci (sin? 0) + (sin®0) % (dﬂ + ¢ (sin?0) S } ida’(t)sin20 = 0 =
_r2{a2(t) {qg-Z(sin@)C;isinﬂ—i—(siﬁ 0) 4 + ¢ (sin?0) - 2 . ;ii} Sriga?()sin?0 = 0 =

—r? {aQ(t) [gb -2 (sinf) - (cos 0) 0 + psin? 9} +¢ (sin®0) - 2a(t)a
2a2(t)pfsin O cos O — 2a(t)a (t)r2dtsin® 0 — r3a 2(t)¢sin® 0 — 2riga’(t)sin? 0 = 0.

—2r

As Eqgs. (236), (237), (238) e (239) sao as Egs. das
geodésicas, trajetorias 4-dimensionais no substrato cos-
moldgico. Essas Egs. estao na forma dada pela Eq.
(117), com o lado direito nulo em virtude de ser afim
o parametro u, viz., as Eqs. (236), (237), (238) e (239)
nao estao contraidas pela inversa da métrica:

1— kr? 1 1

Ta(t) T a2’ a2(t)r? sin® @

go‘ﬁ = diag |+1

Assim, multiplicando ambos os lados das Egs. (236),
(237), (238) e (239) pelos respectivos componentes do
tensor métrico inverso acima, obtemos, em virtude da
forma dada para a Eq. das geodésicas, Eq. (134), as
componentes nao nulas da conexao métrica afim I'g, [pro-
cedimento andlogo ao que fora adotado para a obtengao
das Egs. (169), (170), (171), (172), (173), (174) e (175),
lembrando da aglutinacao de termos cruzados distintos
na soma implicita na Eq. (134)]. Pela Eq. (236), as
Unicas componentes nao nulas no indice contravariante
a =0 [z° = t] da conexdao métrica afim TG, :

1

9 =T =a)d () (1—kr?)" 5 (240)
I = Iy =a(t)a ()r% (241)
r, = I, =a(t)a (t)r? sin® 0 (242)

Pela Eq. (237), as unicas componentes nao nulas no
indice contravariante a = 1 [z* = 7] da conexdo métrica

(t (t)t} — 2rida?(t)sin?0 = 0 ..

(239)
[
afim I's,
-2
P a?(t)r (1 — kr?)
1_‘11 = FTT' —1
a?(t) (1 — kr?)
— kr (1—kr )’1; (243)
. ra?(t)
[ = Ty = 5 o1
—a2(t) (1 — kr2)
= —r(1—kr?); (244)
Iy, = To =T =T},
_ —a(t)a'(t) (1 — k)
a2t (1 — k)
- o), (245)
a(t)
o= ra®(t)sin? @
BT 2y (1 — k)
= —r (1— kr?)sin®0. (246)
Pela Eq. (238), as unicas componentes nao nulas no

indice contravariante a = 2 [2% = 6] da conexdo métrica
o
afim I'G :

F?& = 1_‘02 F%O = Fet - r2a2(t)
(t
_ 2, (247)
a(t)
2
6 _ r2 _p2 _po _ —Ta(t)
g = Iy =15 =T, = T2 (h)
1
= - 248
2 (245)
20213 o
s> _ o _ ria’(t)sinfcosd
Igs = gy —r2a2(t)
= —siné coséb. (249)

Pela Eq. (239), as tnicas componentes nao nulas no
indice contravariante a = 3 [1® = ¢] da conexdo métrica



afim I'§
I = 13, —13 =1¢ — —a(t)a/(t)rz sin? §
T O3S0 R T 202 (1) sin? ¢
a(t)
204 win2
6 _ 3 _ 3 _ e _ —ra’(t)sin®0
It = i ==, = SO E
1
= (251)
2204\ o
6 _ 3 3 _pe  —Tea’(t)sind cosf
too = T =l =150 = —r2a?(t) sin®
cosf
T sing’ (252)

Conforme ventilamos anteriormente, a dedugao dos
simbolos de Christoffel de segundo tipo I, ie, a
conexao métrica afim, Egs. (120) e (127), que acabamos
de obter, torna-se necessaria em virtude da necessidade
que temos de obter o tensor de Ricci, uma vez que o
tensor de Ricci é usado nas Egs. de campo de Ein-
stein, sendo o tensor de Ricci dependente dos simbolos
de Christoffel do segundo tipo [dependente da conexao
afim em virtude da dependéncia do tensor de Riemman
nessa conexao, mas estamos sob a validade de auséncia de
torgao, situagao essa em que a conexao afim é a conexao
métrica dada pelos simbolos de Christoffel de segundo
tipo]. De fato, as Egs. de campo de Einstein sdo obti-

J

Ry5 = 0,156 — 051G, + Igsley, — T, IG5,

Donde o tensor de Ricci e o escalar de curvatura,

J

Rog = 871“715 — 8312% + F;,@FZ,Y
R = g*’Rag = g°P0,1 5 — g7 0pT%, + g™ T5TL, — 9°7T, T

e De inicio, discutimos o porqué de a hipdtese
de Weyl levar a representacao do substrato cos-
molégico em termos de um fluido perfeito 4-
dimensional. Alids, a necessidade desse substrato
advém da reflexao que se fizera em relagao a
maneira de sem compatibilizar a teoria da rela-
tividade geral a um sistema como o universo in-
teiro. Substrato de matéria/energia é o cerne da

— T, 17
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das a partir do tensor de Einstein G, viz., as Egs. de
campo de Einstein sao dadas por:

Gaﬁ — Agag = RTQQ, (253)
onde A é a constante cosmoldgica, £ uma constante de
acoplamento a teoria Newtoniana para a gravitagao, e
T, € o tensor de energia e momento, sobre o qual de-
linearemos consideracgoes mais adiante. O tensor de Ein-
stein, G g, é definido em termos do tensor de Ricci Ryg:

1
Gag = Raﬁ - §ga5R, (254)
onde R é o escalar de Ricci:
R = g°’R,p3. (255)

Lembremos que ja utilizamos o escalar de Ricci e o ten-
sor de Ricci anteriormente no contexto do setor pura-
mente espacial do substrato cosmolégico, Eqs. (150) e
(149) respectivamente. Assim, o nosso programa atual é
0 seguinte:

e O tensor R,g ¢ obtido a partir do tensor de cur-
vatura de Riemman, pela Eq. (149):

Rop = R)

ayB’

(256)

onde o tensor de curvatura de Riemman é dado pela
Eq. (147):

(257)

(

escalar de Ricci, sao, respectivamente, dados por:

(258)
(259)

ay™ ef

(

conexao intrinseca entre a geometria do espago-
tempo e o que a produz, i.e., matéria/energia. Isso
é prontamente observado na Eq. (253), uma vez
que o lado esquerdo dessa Eq. é eminentemente
geométrico, contém informagao sobre a geometria
do espaco-tempo considerado, sendo que o lado di-
reti contém informagao sobre matéria/energia em
termos do tensor de energia e momento. Bom,



antes de definirmos, em termos do tensor de energia
e momento, o que é um fluido perfeito, recorremos
a forma mais simples de fluido, como protétipo,
um fluido muito rarefeito sem interagoes, descrito
tdo somente pelo campo de 4-velocidades; tal flu-
ido, que ainda nao é o fluido perfeito que queremos,
tem apenas componente descritivo cinemético, sim-
plesmente descrito em termos de seu campo de 4-
velocidades e, uma vez que o tensor de energia
momento é de posto covariante 2, i.e., de valéncia
(0,2), temos que a forma mais simples de construir
um tensor de tal tipo, a partir simplesmente de sua
caracteristica intrinseca, sua densidade prépria, e
do campo de 4-velocidades é:

du du
= poi®i”, (260)

T = pouu’ = po

onde u® = 2% é a 4-velocidade de um elemento in-
fenitesimal desse protétipo de fluido rarefeito. Para
que fagamos uma extensao desse fluido rarefeito
para um fluido perfeito, como nao ha interagoes
nesse fluido rarefeito, e, uma vez que um fluido
perfeito seja descrito por seu campo de pressao,
por sua densidade propria e por seu campo de 4-
velocidades, o que é uma construcao natural, uma
vez que nao ha efeitos viscosos num fluido perfeito,
devemos esperar que um fluido perfeito reduza-se
ao nosso prototipo de fluido rarefeito nao intera-
gente no limite em que p(z?) — 0, i.e., no limite
em que se anula o campo de pressao no fluido per-
feito, donde construimos:

TP = pou®uP + pWe?, (261)

onde W*# é um campo tensorial simétrico a ser
determinado. Note-se que estamos fazendo a con-
strucao mais simples, com as dependéncias mais
simples nesses componentes de construgao para o
tensor de energia e momento desse fluido perfeito,
esperando dependéncia linear na pressao. Ademais,
o tensor de energia e momento 7%? deve realmente
ser simétrico, pois isso decorre da Eq. de Einstein,
viz., das Egs. (253) e (254), uma vez que o ten-
sor de Ricci é simétrico. A simetria do tensor de
Ricci é verificada em virtude da simetria do ten-
sor baixado de Riemman pela métrica, e a sime-
tria desse tensor baixado de Riemann, uma vez
que a simetria é uma propriedade tensorial, é ver-
ificada de maneira simples pela utilizagdo de um
sistema de coordenadas geodésico, i.e., um sistema
de coordenadas em que se anule a conexao afim
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num dado ponto da variedade, sendo que sempre
é possivel definir num ponto da variedade um sis-
tema de coordenadas em que se anule a conexao
afim nesse ponto, tal sistema denominado sistema
de coordenadas geodésico, cuja demonstragao é ex-
tremamente trivial. O tensor simétrico W? deve
ser construido em termos dos elementos contravari-
antes de posto 2 associados ao fluido, sendo que os
tinicos elementos desse tipo sao u®u?, i.e., o tensor
posto 2 contravariante construido a partir das 4-
velocidades, e o tensor métrico g®? [no caso, o ten-
sor métrico inverso|. Assim, adotando um principio
de simplicidade, escrevemos essa dependéncia de
WP nesses tensores, u®u® e g*°:

WP = quuP + bg*P. (262)

Exigindo o acoplamento a relatividade restrita, i.e.,
pela aplicagao do critério de conservagao:

Do TP =0, (263)

e pela exigéncia de que se reduza a Eq. da con-
tinuidade e & Eq. de Navier-Stokes na auséncia de
forgas externas, temos que, necessariamente:

=1 (264)
b= —1. (265)

Assim, o tensor de energia e momento para um flu-
ido perfeito serd dado por:

7% = (po + p) u*u” — pg*”.

Todavia, note-se que a densidade prépria serd a
prépria densidade p no caso cosmoldgico, uma vez
que os observadores fundamentais coméveis estao
em repouso em relagao aos elementos de substrato
cosmologico, i.e., em outras palavras, nao ha ob-
servador externo no caso cosmolégico, pois 0s ob-
servadores coméveis fundamentais tém a mesma
dindmica que o substrato cosmolégico, dado que
esses observadores sdo os proprios pontos do sub-
strato cosmolégico donde a Eq. anterior torna-se:

T°F = (p+ p) uu’ — pg*”. (266)

Com esse programa, temos todos os elementos para de-
terminar as Eqs. de campo de Einstein para o substrato
cosmolégico. No entanto, baixemos primeiramente os
indices contravariantes do tensor de energia e momento
pela métrica:



g&ﬁg'yaTa’B

géﬁTryﬂ

ou simplesmente:

Top = (p+P) Ualtp — PJas-

(p+ D) 9spgrauu’

(p + 1) gspuu®
(p+ p) uyts — Yo,
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— PGsGyag™’ =
— pgspdl =

(

(267)

Calcularemos agora o tensor de Ricci a partir da Eq.

(258).

Coletando as componentes da conexao métrica

afim, os simbolos de Christoffel de segundo tipo, dadas

pelas Egs.

de (240) até (252), trocando agora a linha

pelo ponto na derivacao em relagao a coordenada t so-
bre o fator de escala a(t), uma vez que as derivadas no
tensor de curvatura de Riemann sdo em funcao das co-

ordenadas em si, i.e.,

parametro geodésico afim u como nas Egs.
Lagrange, donde adotaremos os pontos sobre uma fungao

como sendo exclusivamente a derivada total em relacao

nao ha derivagbes em funcao do
de Euler-

& coordenada ¢ [salientemos que ainda nao especificamos
as geodésicas como sendo as trajetérias 4-dimensionais
dos observadores comoveis, viz., dos pontos do substrato

cosmologico, o que faremos mais adiante; agora, vamos
obter os objetos do lado esquerdo das Eqs. de campo de

Einstein, Eq. (253), de um modo geral, sendo que depois
particularizaremos para o caso das geodésicas comoveis
quando igualarmos o lado esquerdo das Egs. de campo ao

tensor de energia e momento para substrato cosmoldgico

dado pela Eq. (267) com os elementos de fluido possuindo
as 4-velocidades dos pontos do substrato cosmolégico,

viz., dos observadores coméveis]:

I = T, = a(a(t) (1— k%)
[ = Ty = a(t)a(t)r?;

I9; = Iy, = a(t)a(t)r’ sin® 6.
o= = —ka®(t)r (17167’) 2
e —a2(t) (1 — kr2) "t

— kr(1—kr?)7
1 ra’(t)
P = o = L )
= (1—kr2)'
I, = Toy =Ty =T,
_ —a(a(t) (1—kr?) "
—a2(t) (1 —kr2) ™"
_ Y,
o 2 2
rl, = I, = ra®(t) sin” 0

—a?(t) (1
—r (1 — k:rQ) sin? 6.

- er)_l

(268)
(269)
(270)

Roo

(271)

(272)

(273)

Roo
(274)

ot
(Ftl)lr%o + T3,

o2 2 a(t)a(t)r?
= Ig=15=T 2a2(t)
al(t
- 4, (275)
2
— 2 ra*(t)
= F12 - 1_\21 =T r2a2(t)
1

_ o _ r2a?(t) sin 0 cos 0

= T ¢9 —r2a2(t)

= —sinf cosb. (277)

—a(t)a(t)r? sin® 0

F F3 = F¢ _ (1(

03 7 730 —r2a2(t) sin® 0
al(t
agt;; (278)

—ra?(t)sin® 0

r3, =3 =0 - e Wsin 0

1 3t T _r2a2(t)sin® 0

1

—r2a%(t) sinf cos @
—r2a2(t) sin® 0

3 3 _
Iyg =T = Fie

cos

. 280
sin 6 (280)

A partir da Eq. (258), temos:
04T —
~80 (Poy + Ty +Tos) +

(ToTdo + Tl + Thal'2 + Toslep)

301“6’7 +T5TY, — T, T

0 (i) i) | ()
a(t) * a<t>> -

I3+ TsT3 0)
a

o (3a()) (@) @) @)
at( <>> ( <>+a2<t>+a2<t>>
_alam - (- 4 a(t)]  3a*(t)
3 a0 (-1 a2 0at) + | - 2
3a2(t)  3a()  3a(1)

20 " al) | @)

_alt)

0

O] (281)
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Rov = 0,13, — Ty, + T§,T7, — T5. 17,
= Oilg — il — Oilg, — Ailgg + Ty I, — T, Tgy — Do, Yy — T, T3, — T4, T3
= Iy + T T3 + 05,5 — (1%111%1) - (F32F§1) — T4l
= ngr (1—kr?) " + Zgg % + Zg;i - ngzr (1—kr?) "' = at)l_ a1
=0

Ro1 = R19=0. (Ro1 = Ry, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (282)

Roy = 0,10y — Ool'g, + TGol'Y, — T,
= 0oLy — 02Ty — 02Tty — 0oLy — DaTGy + T,T3, — T Ty — T, Ty — T8, 13, — 15,13,

a(t)sind  a(t) sind

Ro2 = Rop=0. (Ro2 = Rag, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (283)

Roz = 0,3 — 05T, + 5T, — TG, Ty
= 033 — 03 (g + gy + Tis) + F83Fg»y — (9,10 + Lo, T3 + T3, T35 + T5,T35)

Ros = Rsp=0. (Ros = Rs, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (284)



a0

R11 = a’Y]'—"lyl - 811—"1\/7 + Filrz’y - Fi'yrzl
= I +oily, — 04 (F?O +T}, + T + F?B) + F(l)lrgw + FhF% - (F(l)»yrgl + Fi’yl—ql + F%’yrgl + Fi’ﬂ{Fgl)
0 ) -1 0 -1 0 -1 1 1
= 5 [a(t)a(t) (1—kr?) } + 5 [kr (1—kr?) } ~ {kr (1—kr?)  + ~t 7"] +
+ a(t)a(t) (1—kr?) " (T8 + T2 +T3) + kr (1— kr?) ™ (T + T2, +T%,) +
— (I%hTgy + 1ol + T Ty + T3, + TYs15)
~ _ 2
= aat [a(t)d(t) (1—kr?) 1} + % [kzr (1 —kr?) 1} - % {kr (1—kr?) e J +
L) (1 — g2yt (20 at) | alt) _ )t NCICS S
+ a(t)a(t) (1 — kr?) (a(t)+a(t)+a(t) +kr (L—kr?) " |kr (1 —kr?) +r+7‘ +
. —1a(t) = a(t) ) —1 ~1 -1 11 11
- [a(t)a(t) (1—kr?) alt) + Tt)a(t)a(t) (1—kr®)  +kr(1—kr®) " kr(1—kr®)  + o + rr]
o . 2 —lg . . g . o\ —1 . 2 z .9 . o\ —1
= (1= k%)™ o (aWat) + (aa(t) o [(1 or?) } - <T> +3a2(t) (1— k)
2 2
+ [hr U=kt 2k (1= )T = a0 (L= ke?) T a2 (1= k)T [ (- k) T 7?2}
_ _ - 2
= 1=k a@ilt) + (1= kr?) " a2@) + at)a(t) - (—1) (1= kr?) "7 (—k) - 27 + S+
2
+ 3020 (1= k) " [k (L= Rr?) T 2k (1 k) T = a2 (- k) T = at) (- ke?) T
1 2
— [kr(lflmz) } — 2
— 2a2(t) (1= kr?) T 2k (1= k)~ 4 (1= k) a(t)i(r)
Ry = a(t)i(t) (1—kr?) " +2a2(8) (1 — kr?) " 2k (1 — kr?) ™
= [a(t)i(t) +2a(t) + 2k] (1 — kr?) . (285)
Riz = 0,07, — 0] +T{,I7 —T5 17

= 0pT7y — 8y (T1; + T3, +T3;) + F%zr% — (D5l + T Tl 4+ T2, + D53

- (1> X [kr(l—kr2)1+i+l FoSS0 (ThTh)

00 \r) 00 r 7 sind
cosf1 1cosb

sinfr rsinf

Ris = Ro1 =0. (Ri2 = Ra1, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (286)



ol

Ris = 0413 — 0517, + I, — T T
= 0T — 05 (P + T, +1%5) + F?ZSF’BY'Y — (P§oI% + 5 Tl 4 Dol % 4 T aTe;)

0 (1 0 -1 1 1
= &b(r)_&ﬁ[m(l_kr) +;+;

Ris = Rs1 =0. (Ri3 = Ra1, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (287)

(

Ryy =
= 0Ty + OiT39 — DTS5 + F%QFE)YW + F%zriyy — (P9l % +T5 Tl 4+ T5yT% 4 T53T% )

Ras

87F'272 - a2r;fy + FSQFZ»Y - F§7F22

0 ) 0 0 (cosb
O [a0ay?] + o [ (1 k)] - (

I5T5 — (F§0F(2)2 + T3, T3y + 19,5, + T3,T 7, + T5,T5 )

) + T9,T4) + T9,T 8y + T9,T8s + T3}y + T3pI 7, +

sin 6

81319 (—sin 0)] + a(t)d(t)rzzgg +

g; (1= kr?) ko (1= k)™ + [ (1= ke?)] (i>+
ra=w)] (3) = {59 aator + (1) [r (- 12)] + it D3+ (- (-] (1) +
(0]

2
SN2 200y 2 o cos” 0
a(t)a(t)r® + a*(t)r® — 14 3kr® + i

r? [a(t)a(t) + a*(t)] + (=1 + 3kr?) — {cos@ (—1)sin™26 cosd +

@

a®i(ty - 2O 4 atyae?

+1+a*(t)r? +a®(t)r® + a(t)r® —kr® — (1— kr®) — (1 — kr®) +

a2t + (1 — kr?) — a2(t)r? +(1—kr2)—‘;:§g
a(t)a(t)r? 4+ 24a%(t)r? + 2kr?
a(t)a(t)r? + 24> (t)r* 4 2kr?. (288)

Rays = a"/FgS - 63F’2Yv + FS?)FZA/ - FSVFZS

o5 + O Dby + 0o1'55 + 05135 — (9519 + 931'h, + 9515, + 951'35) +

+ F(Z)SFE)/W + Fé:arq«, + ngr% + FgSng - (ngrgs + F%7F¥3 + F%«/F;;s + F§’7F§3)
0 (cosb 0 (cosb

= — | = — = | = +0-0
d¢ \ sinf d¢ \ sinf

=0

Rss = R3a =0. (Ra23 = Rsa, pois o tensor de Ricci é simétrico.) (289)



Rgg = 0,13 — 83 5302, FEVFZ@,
+ I303, + 507

92

(0579 + 0sL3; + 0313, + 05133) + 510, + TasI] +
v (FgwrgS + F:%WFYB + ngrgii + Fg’yrgS)

= 9 [a(t)a(t)r? sin® 0] + % [—rsin®0 (1 — kr?)] + % (—siné cosf) + 9 (0) +

ot

2]

_ 9 (04+0+040) + [a(t)a(t)r®sin® 0] (T9y + [y + gy + Tig) + [—rsin®6 (1 — kr?)] x
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x (FIO +T5 +Th, + F?B) + (—sin 6 cos ) (Fgo +T5 +T5 + F§’3) +0+
- (Fgorgs + T8, T3 + T8I 55 + T93T0s + T3IYs + TgyTig + Tgpl'fs + Fésri’:’)) +
- (Fgorgs + T35, 55 + T3oT 55 + T33T55 + T3I93 + I5,Tgg + T5oI55 + I‘§3I‘§3)

= r2sin? @ [a(t)a(t) + a(t)a(t)] + sin? 92( T+ kr?) + [(—sm@)acosﬁ—l—cosﬁ8 (—sm@)} -0+

or
a(t)  at)  a(t)

+ [a(t)a(t)r? sin® 0] <0 + =+ <+ > + [-rsin® 0 (1 — kr?)] {0 +kr(1— kr2)_1

Zg;) + [~rsin®0 (1 — kr?)] (i) +
a(t)r?sin® 0] + <i> [—rsin®6 (1 — kr?)] +

a(t) a(t)  a(?)
sin 6

{acon
+ (—sin® cosh) (COSQ> ( i)

+ (@s&) (—siné cosf) + 0}

sin 6

+ (—siné cos®) (cos@)

= a(t)a(t)r?sin® 6 4 a2 (t)r? sin® 0

£r? sin e](

—sin? 0 + 3kr?sin® 0 + sin? 6 —

00 00

1 1}
-+ +
r r

cos? 0 + 3a*(t)r? sin® 6 — kr? sin? 0 +

— 2sin®0 (1 — kr?) — cos® 0 — a*(t)r? sin® @ + sin® 0 (1 — kr®) + cos® 0 — a*(¢)r? sin® 0 + sin® 0 (1 — kr?) +

+ cos?0

_|_

a(t)a(t)r? sin? @ + 24> (t)r? sin? @ + 2kr? sin® 0

R33

r? [a(t)a(t) + 2a>(t) + 2k] sin® 6.

Nas Egs. de (281) até (290), utilizamos as componentes
da conex@o métrica afim dadas pelas Eqs. de (268) até
(280). Muitas das passagens que levaram as obtencgoes
das Eqgs. de (281) até (290) simplificam-se prontamente,
verificando-se que as componentes da conexao métrica
afim que ndo constam dentre as Eqs. de (268) até (280)
sao nulas. Entao, em virtude das Eqgs. de (281) até (290),
temos que as Unicas componentes nao nulas do tensor de
Ricci sao estas:

_ L)
Roo = 3a(t), (291)
-2
Ri — (t)a(t)l—i—_QgTQ(t)-i-?k; (292)
Ros = r*[a(t)i(t) + 2a>(t) + 2k] ; (293)
Rss = r? [a(t)d(t) + 2a°(t) + 2k] sin® 6. (294)

a(t)a(t)r® sin® @ + a*(t)r?sin® 6 — sin? O + 3kr?sin® 6 4 sin? § — cos? O + 3a°(t)r? sin? 6 +
kr?sin? 0 — 2sin @ — cos? 6 — 2a%(t)r? sin® § — 2kr? sin? @ + 2sin? § + 2 cos” 0

(290)

Para que escrevamos o tensor de energia momento em sua
representacdo covariante dada pela Eq. (267), passemos
agora a particularizar as geodésicas como sendo as tra-
jetorias 4-dimensionais dos observadores comdveis, i.e.,
dos pontos do substrato cosmolégico. Assim, estare-
mos estudando a dinamica dos pontos do substrato cos-
moldgico, viz. estaremos estudando a dinamica do uni-
verso, objeto primeiro de nossa andlise. Conforme discu-
tido anteriormente, as coordenadas de um ponto P do
substrato cosmolégico, o qual descreve uma geodésica
comével do tipo tempo parametrizada pelo parametro
afim s = u = t, conforme discutimos anteriormente, num
istante t sao dadas por:

(295)

(ma)P = (tvxayvz) = (tvxPawaZP)»

onde zp, yp e zp sao constantes relacionadas ao ponto
P, pois as coordenadas espaciais de P sao fixas, con-



forme discutido anteriormente. Isso é verdade para qual-
quer ponto do substrato cosmoldgico, pois P é arbitrario.
Assim, a 4-velocidade de um ponto P do substrato cos-
moldgico é dada por:

d d
% (‘,E(X) = (ua) = % (t7$P»yP7ZP)
dt dl’p dyp de

dt
= |(--,0,0,0
(dua77>

u=t

- (17();070) ) (296)

uma vez que as coordenadas espaciais de um ponto

53
cosmolégico, u*, sao dadas por:
(297)

Contraindo ambos os lados da Eq.
métrico, viz.:

(297) pelo tensor

Ug = gaat” = ggady = 950(58 = 6?,, (298)
uma vez que a métrica de Robertson-Walker é diagonal
com goo = 1. Substituindo a Eq. (298) na Eq. (267),
temos o tensor de energia e momento para os pontos do
substrato cosmolédgico segundo observadores comoveis:

comével, i.e., de um ponto do substrato cosmolégico, sdo Tag = (p+Dp) 5852 — DYaBs (299)
constantes, e u = t. Assim, em virtude da Eq. (296),
as componentes da 4-velocidade dos pontos do substrato donde se obtém o traco:
J
9 Tas = (p+p)9*75205 — pg*’gap =
7% = (p+p)g**%85 — pol;
= (p+p)g*’8085 —p (85 + 61 + 05 +03)
= (p+p)g*"5065 — 4p
— (o4 9) [570805 + 970065 + 6585 + g7 5365) — ap
= (p+p) 9”05 —4p
= (p+p)g” —4p
T5% = (p+p)g” —4p=p—3p, (300)

uma vez que ¢°° = 1/goo = 1/1 = 1. Pelas Egs. (253) e
(254), i.e., pelas Egs. de campo de Einstein, temos, pela

J

contragao pelo tensor métrico inverso para obtencao do
trago:

1 1
Rap — =9apR — MNgap = R Tap = §*PRup — §g“ﬁgagR — Mg s = R g™ Tog =

2
1
8 8 B8 _ =B
R —§5ﬂR—A§5—/{Tﬂ:>

sy

1
3 _ B
R’ —5 AR—A-4=kT7=
R’y —2R—4A=RT", =
3
)

8 — =78
R —2R5—4A—KT6

8 _ p_ =B
R —R——4A—/§Tﬂ7

lembrando que o escalar de curvatura R, o escalar de
Ricci, é dado pelo traco:

9*’Rap = R, = R, (302)

(301)

em virtude da Eq. (255). Substituindo o escalar de Ricci
dado pela Eq. (301) na Eq. (254) para o tensor de Ein-



stein e o tensor de Einstein na Eq. (253), temos as Eqgs. moldgica A] para o substrato cosmoldgico:
de campo de Einstein completas [com a constante cos-

J

1 - -
Raﬂ - 59(15 (*4[\ — HT’Y,Y) — Agaﬁ = ’iTaﬁ =

1_ _ Eq. (300)
Raﬁ +2Aga[3 -+ iﬂga,@T’Yry — Agag = RTaﬁ é

1_ _ Eq. (299)
Rap +2Mgap + 55 gap (p = 3p) = Agap = K Tap RS

o4

1_ _ _
Rap +2Mgas + 5K gap (p = 3p) — Agas =K (p+p) 5085 — R PYas- (303)

(

Tendo em vista as Eqs. de (291) até (294) para o tensor diagonal, as Egs. de campo de Einstein completas serao

de Ricci, e uma vez que a métrica de Robertson-Walker é dadas apenas por Egs. diagonais, viz.:

J

1_ _ _
Roo  +2Agoo + 5% 900 (p—3p) — Agoo = & (p + p) 8000 — Epgoo =

—328 +2A+%R(p—3p)—f\=R(p+p)—7@p=>

—3253 +2A + %Rp— %Rp— A=FRp+FRp—Fkp=

—328 +A = g,‘%p— ;p+ FFp = %Rp—%— 5FP

—328 +A="Ly 3%. (304)

Ri1 +2Ag11 + %Fégu (p—3p) — Agu1 = R (p+p) 8267 — Fpgur =

a(t)i a2 -1 -1 -
(t) (t)l‘*‘_zkﬂ(t) + 2k 1 9A |:_a2(t) (1 _ kr2) ] + %,g [—aQ(t) (1 — kr2) ] (p—3p)— A {—a2(t) (1 — k?‘2) ] =
—Rp {—az(t) (1 — krz)_l} =

(1- kr2)_1 { [a(t)d(t) + 2a>(t) + 2k] — 2Aa®(t) — %mﬁ(t) (p— 3p) + Ad®(t) — RpaQ(t)} =0=

a(t)d(t) + 262 (t) + 2k — Aa®(t) — %RaQ(t)p + gRaQ(t)p — Ra*(t)p =0 =
a(t)d(t) + 262 (t) + 2k — Aa®(t) — %FoaQ(t)p + %RaQ(t)p =0=
a(t)i(r) + 22(1) + 2 = Aa*(0) + Zra®()p — Zra®()p = Aa(1) + 3Ra*(1) (p—p) ..

a(£)ii(t) + 23%(t) + 2k = Aa>(1) + %m?(t) (p—p).

(305)



%)

1
Roo + 2Ages + 55922 (p—3p) — Agaa = K (p + p) 6369 — Rpgos =

1

r? [a(t)a(t) + 26 (t) + 2k] 4+ 2A [—a®(O)r®] + =& [—a®(t)r?] (p — 3p) — A [—a®(t)r?] = —kp [-a*(t)r?] =

N}

2 { [a(t)d(t) + 2a°(t) + 2k] — 2Aa®(t) — %Raz(t) (p—3p) + Aa®(t) — RpaQ(t)} =0

e

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k — 2Aa®(t) — %Fm2(t) (p — 3p) + Aa?(t) — Rpa®(t) =0

3

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k — Aa®(t) — 1F;az(lt)p + 5/?;@2(15)19 — Rpa*(t) =0 =

2

a(t)d(t) + 2a°(t) + 2k — Aa®(t) — 1F;a?(t)p + 1Foa2(t)p =0=

2 2

a(t)i(t) + 24 (t) + 2k = Aa®(t) + %mﬁ(t)p - %raﬁ(t)p = Ad*(t) + %r«ﬂ(t) (p—p) ..

Aqui, comecamos a verificar a simetria estabelecida pelo
principio cosmolégico, uma simetria tridimensional, uma
vez que se relaciona ao setor espacial do substrato cos-
moldgico. Le., as Eqs. (305) e (306) sao idénticas. Es-

J

a(t)i(t) + 24 (t) + 2k = Aa®(t) + %RaQ(t) (p—p). (306)

(

peramos que a proxima Eq. de campo advinda da com-
ponente R33 do tensor de Ricci e da componente gs3 da
métrica também gere Eq. idéntica as Eqs. (305) e (306).
De fato:

1
R33 + 2Ag33 + 5@]33 (p—3p) — Agss = & (p+p) 6965 — Epgss =

r? [a(t)d(t) + 2a°(t) + 2k] sin® 0 4 2A [—a®(t)r” sin® 6]

7?2 sin? @ { la(t)a(t) + 2a%(t) + 2k] — 2Ma*(t) — %Ra2 (t) (p — 3p) + Aa®(t) — Rpa® (t)} =0" =

+ 1I?; [—a?(t)r*sin® 6] (p — 3p) — A [—a®(t)r*sin® 0] =

2
= —&p [—a*(t)r?sin® 0] =

v r? sin? 6

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k — Aa®(t) — %RaQ(t)p + g/_{az(t)p —Ra*(t)p=0=

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k — Aa®(t) — %cmf(t)p + %Faaz(t)p =0=

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k = Ad*(t) + %Raz(t)p — %Ra%)p

como queriamos verificar, i.e., as Eqgs. (305), (306) e
(307) sao idénticas. 3 Eqgs. idénticas em virtude da sime-
tria 3-dimensional posta pelo principio cosmolégico - ho-
mogeneidade e isotropia para o setor espacial do sub-
strato cosmoldgico num dado instante ¢, V instantes ¢. A
Eq. (304) pode ser reescrita sob o seguinte forma [multi-
plicando ambos os lados por a?(t)/3]:

iy O 5 )
—a(t)a(t) +%a2(t) _ ”Paé @) _ %pa2 ® _,

(308)

a(t)a(t) + 24 (t) + 2k = Ad?(t) + %RGQ(t) (p—p),
(307)

Somando as Egs. (307) e (308), temos:
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m@%%%%ﬂ+2kfdﬂﬂﬂ+%ﬂ%@fRmiwAJWf@):Af@)+%mﬂ@pf%Mﬁ@pé
24 (t) + 2k + %az(t) - Rpa;(t) = Ad*(t) + %Raz(t)p =
Zf@)+2k+wﬂ@)<§——A>-—Rmia) %‘cﬂﬁyj
262(t) + 2% + a2(1) (_2;\> _ Rpa(t) J% 3Rpa’(t) _ 4@22(15) _ 2%032(75)
262(t) + 2k — 2Aa2(t) = %Rpcﬂ(t) xa oo
-2
20 itz)(;; 2k %A _ gkp:
2 [a?(t) + k
[aag()t;— = R
-2
a C(;;)(;)r b %A = éf?:p.
35‘222)(; M ARy, (309)

donde, finalmente, alcancamos a mnossa primeira Eq.
diferencial ordindria para a dinamica cosmoldgica:

a*(t) +k

T2

A = Rp. (310)

Notemos que as Eqs. (305), (306) e (307) tém de-
pendéncia em p no lado direito dessas Eqgs.. A idéia
é escrever a dependéncia em p separadamente. Tal ar-
gumento emerge heuristicamente, a partir de heuristica
fisica. De fato. A Eq. (310) ndo tem dependéncia em
a(t). Todavia, essa Eq. (310) tem dependéncia em a(t),
que é a integral de a(t). Assim, a Eq. (310) pode ser
[heuristicamente] considerada como sendo uma integral
de movimento das Egs. (305), (306) e (307), no sentido

de ser a Eq. (310) de ordem diferencial ordindria [uma
vez] inferior. Na dindmica newtoniana, chamarfamos a

J

Eq. (310) de equagdo de energia. Nao levemos essa in-
terpretagao muito longe, pois caminhamos no terreno da
relatividade geral. Todavia, tal heuristica pode ser lev-
ada adiante em termos da densidade p, uma vez que a
Eq. (310) depende da densidade de energia p, encapsu-
lando informacao sobre energia. As Egs. (305), (306) e
(307) podem ser [heuristicamente] pensadas como encap-
sulando a causa e o efeito dinamico relacionado & a(t),
sendo a causa dada pela transferéncia de momento lin-
ear sobre uma fronteira imersa no substrato cosmoldgico,
donde escrevemos as Egs. (305), (306) e (307) com lado
direito dependente somente da pressao. Obviamente, nao
se alterarao essas Egs., pois elas simplesmente serao ree-
scritas. Para tal, multiplicamos ambos os lados da Eq.
(304) por a?(t):

“3i(t)a(t) + Ad*(f) = Rp‘i(t) 3’_‘1’;2“)
%Rp(f(t) — _3i(t)at) + Ad>(t) — 3’_‘%2“). (311)

Substituindo o resultado da Eq. (311) nas Egs. (305),
(306) e (307):




a(t)i(t) + 262 (t) + 2k = Ad®(t) + | —3a(t)a(t) + Ad®(t)

a(t)i(t) + 3a(t)a(t) + 242 (t) + 2k = 2Aa>(t) —
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B 3kpa(t)
2

Ra®(t)p =

rpa®(t) =

N N =

4a(t)a(t) + 2a>(t) + 2k = 2Aa®(t) — 2&pa®(t) =

2a(t)i(t) + a2(t) + k = Aa>(t) — Rpa?(t) < L7

temos a segunda Eq. diferencial para a dindmica cos-
moldgica:

2a(t)a(t) + a*(t) + k
a2(1)

— A= —FEp. (313)
Para que determinemos a constante de acoplamento &,
precisamos passar ao limite de campo fraco, i.e., ao lim-
ite newtoniano, uma vez que queremos, conforme disse-
mos, acoplar as Eqgs. de campo de Einstein ao caso new-
toniano. Em outras palavras, uma vez que o principio
de superposicao é aplicavel a gravitacao Newtoniana,
comecaremos por determinar as Eqs. de campo de Ein-
stein linearizadas, determinando os objetos que fazem
parte das Eqgs. de campo, todavia linearizados: o tensor
métrico, a conexao métrica afim [simbolos de Christof-
fel de segundo tipo], o tensor de curvatura de Riemann
- para que se determinem o tensor de Ricci e o escalar
de curvatura (escalar de Ricci) -, esses para que se deter-
mine o tensor de Einstein e, assim, as Eqs. de campo
linearizadas. Esse procedimento, no limite de campo
fraco deve levar a gravitagao classica, donde poderemos
determinar, por acoplamento a esse limite, a constante
de acoplamento k. Para tal, em relagao a métrica de
Minkowski nas coordenadas de Minkowski, i.e., no sis-
tema de coordenadas em que, em relatividade especial,
a métrica desnuda-se como plana, i.e., somente com ele-

2a(t)a(t) + a*(t) + k

(1) =AFp,
(312)
mentos diagonais:
Nap = diag[+1, -1, -1, —1], (314)
efetue-se a perturbacao ehqg:
Gap = Nag + €hag, (315)

até primeira ordem no parametro real adimensional tal
que e = 0. E natural que se imponha uma condicao
de contorno condizente com um espago-tempo que seja
assintoticamente plano, i.e., longe da presenca de matéria
e energia:

lim hap = 0. (316)

T —00

Pela contragao pelo tensor métrico inverso de Minkowski,
n®?, escreve-se o tensor métrico inverso perturbado:

g°% =P — en*”, (317)
uma vez que a contragao:
10 hys = WP, (318)

fornece:



(Nap + €hag) (17 — ™) = 1agn™ — enaph® + ehagn® — Ehagh®
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Eq. (318)

= 5(’1 — €Nag (nﬁén’yeh&) + Ehoégnﬁ’y — 62hoéﬁh5’Y
= 67 — € (napn™) ' hse + €hapn™ — €hagh™
= 60 — €821 hse + €hapn®? — hask??

= 0 — e hae + ehapn® — hash®?

dummy e—f

= §) — enwhag + eham]m — ezhaghm
= 0l+e¢ (hagng'y — haﬂnyﬂ) — 62ha5h5'y, (776'7 = 7775, e — 0)

(7704,3 + eha,@) (WM - ehﬁ’Y) = 624 Eq.§)15)
9o (17’37 — eh’@"’) = ) =
g6o¢gaﬁ (nﬁv _ ehﬁ’Y) _ gﬁoc(sg =
5?3 (77,37 _ ehﬁv) — 957 =
07— ) = g7,
(319)
donde concluimos que o tensor métrico inverso pertur- para a métrica linearmente perturbada:
bado é dado por:
gP =B — ehB, (320) JaB = Nag + €hag,
Assim, determinando a conexao métrica afim, os simbolos o _
de Christoffel de segundo tipo dados pela Eq. (120) e  sendo a métrica inversa linearmente perturbada:
(127):
B8 _ oB af
N 1, g7 =0 —€eh”, (321)
g, = 59°° {670}
1 (03
= 59 01055 + 0~ 955 — 0595~} » temos:
1
By = 3 (% — €h®) [8p (1135 + €hys) + Oy (nps + ehps) — D5 (15 + ehpy)]
1
= 5 (naé — ehoai) [eaﬁhw; + 687h35 — eaghﬂy]
1045 1(16 10«5 1(162 1a62 1a62
= 577 Eaﬁh,ﬂs + 577 Eanyh,gg — 577 Eagh,g,Y — §h € aghryg — Eh € 8Wh55 + §h € &;hm
1 1 e2—0
= 56770“5 (aﬁhw; + 0, hgs — at;hﬁW) — 562]1@6 ((95]175 + 67h55 — 35]7,57)
1
6y = 56770‘6 (Ophys + Oyhps — Oshpy) - (322)

Calculemos o tensor de Riemann, Eq. (147):

RY.s = 0,195 — 05T, + Te 55 — T5.I'%,  (323)

para a conexao métrica afim linearmente perturbada

dada pela Eq. (322). Pela Eq. (322), vemos que os dois

ultimos termos no lado direito da Eq. (323) conteréo o
fator €2, os quais serdio desprezados pois estamos inter-

essados em termos de primeira ordem em e, i.e., €2 — 0.
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Assim, o tesnor de Riemann serd dado somente por: donde, em virtude da Eq. (322) para a conexdo linear-
mente perturbada, temos:
Rﬂ’yé 8 Fﬂé 85].—‘%,},, (324)
J
(o7 1 «
R = Oy [2577 (9phs, + Oshp, — O hﬁé)} [ en™ (Ophqyp + 0yhg — 8uhﬂw)]
1 th&p 82h,3¢ 82h55 ]. 82hw 8 h,@p, 82hﬁ7 dumm:y>p—>¢
= 76 —_— p— —
2 " 917028 | 0x10x°  dzrdxe ) 2 x58x/3 0x%0xY  QxdOxH
RO _ 1 0?hsy 82h,3¢ B 0?hgss B l 0?hyy 0?hgy 0?hg
Ao 2 ox7 63:5 0x70x%  dx70x%¥ 0x90xP 8x5 dx7  0xd0x¥
_ 1 e ?hsy GQhBV 9*hgy 82h5¢ 0?hgas 0?hy
2 0x70xP 8z58x¢ 0x70x°  0x9027 )  Ox70x¥  Ox0xP
B 2p h 92h 9h
Rg s = a dp a By _ 36 _ gl . (325)
g 8x73x5 0x%0x¥  OxV0zx¥  Ox%0zP
[
Calculemos o tensor de Ricci linearmente perturbado. Riemann linearmente perturbado, que o tensor de Ricci
Dado que o tensor de Ricci é dado pela Eq. (149), temos, linearmente perturbado é dado por:

em virtude da Eq. (325) para o tensor de curvatura de

J

2o _
€N O0z70x>  OxPOx¥  OxV0zx¥  OzPOz™

a8 T 9
L OPhpy 1 Phe, 1 0hay 1 %ho,
- — ey L aB e O e 326
2 en’’ 0z Ox™ + 2N orBore 2 dwowe 27 9zPoze (326)

(

B o] (a%w Phay  Phag 82hw>
aff = = -

Defina-se o operador d’Alambertiano:

O=9n%9,0, = 890,
= 09900 + 010101 + 1?2020, + n>30305. (327)
[

Uma vez que o tensor métrico de Minkowski é diagonal, por:
temos que o tensor métrico inverso de Minkowski é dado

J

(6707 1
nee = —
Naa
1 1 1 1
n® =diag |—, —, —, —| = diag[+1,-1,-1,-1], (328)
Moo’ M1’ M2z’ 133
[
em virtude da Eq. (314). Assim, a Eq. (327) torna-se: Pela Eq. (329), o terceiro termo do lado direito da Eq.
O=n"%0,0, = 090, (326) é reescrito:
= 1”000 + 0" 0r0r + 1?2020, + 100, e 88 for o L Dhas  (30)
= 00y — 0101 — 0205 — 0303 ror

0? 0? 0? 9?2
= o (&v+8y+8> (329)



Substituindo o resultado dado pela Eq. (330) na Eq.
(326), temos que se reescreve o tensor de Ricci linear-

J

1 thﬁw

Rag

0%he

60

mente perturbado:

0?hye

2 Ozx70x> = OxP

Determinemos o escalar de curvatura, i.e., o escalar de
Ricci, dado pelo trago do tensor de Ricci, viz., pela con-
tragao dada pela Eq. (255):

R

gaﬁRaﬁ = Rﬁg
(no‘ﬂ - eho‘ﬁ) Ras

n°?Rop — €h“P R,

(332)

em virtude da Eq. (320). Vemos pela Eq. (331) que
o segundo termo no lado direito da Eq. (332) conterd o

J

(331)

)~ Oas.

fator €2, que temos desprezado por ser de segunda ordem.
Assim, a Eq. (332) torna-se simplesmente:

Oz¥  OxP0x™

(

com R, sendo dado pela Eq. (331). Assim, o escalar de
Ricci é dado por:

1 0%h 0%h 0%h
— 0B 2| e By Y _ ¥ ) —0Oh
R=m 2¢ [77 (6367830“ 0xBox¥ 896581‘(’) aﬁ]
1 ’ 8 0 5 5_0° 8
= 5 (7 Ms0) + s (70 )~ g (7o) = (1)
1 02 0? 0?
= = oy R e n ) L 334
2¢ [833'783:“ t 2P0z OxPox> " ¥ ¢ (334)
[
Renomendo os indices mudos na Eq. (334): v — [,
© — «a, temos
1 82 2
R = Z¢|—0 pof Ba _ B B _Ohe
2¢ | 0PIz t PeP o OrPoxe @ «
_ Ll o h*? —Ohe, — O,
2 | 02Box @ «
1 [, o7
= —¢|2 of 200
RN h a}
— « _ I:l (0%
€ &vﬁaxah h a} , (335)
onde utilizamos a Eq. (329). Chamando o trago: temos que o escalar de Ricci, Eq. (335), pode ser ree-
scrito:
= p® R=R*, = h*” —Oh ). 337
h=h*, (336) =€ (3365833‘1 ) (337)



Com as Eqgs. (254), (315), (331) e (337), escrevemos o

tensor de Einstein:
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1
Gag = Raﬁ — §ga,@R
1 %hg 0%h 0h 1 0?
= —¢e|n"¥ £ T ) —Ohes| — = (Ma ha —0On
2° {77 (O%’Y@xo‘ 0xBox¥ 8x58x°‘> ’8} 2 (ag + €has) (3x78x9" )
1 ?hg 0%h 0%h 1 0?
= Ze|n¥ td v Y2} —Ohag| — =€Na 7% —0Oh 338
2°¢ {77 <3m73x°‘ OxPOx¥ axﬁaxa) ’8} 9 Mles <8:c“*8:1:‘P ) (338)
[
onde desprezamos o termo de segunda ordem em e. donde:
Agora, definimos o trago reverso em funcéo de hqg, cuja
denominagao ficard clara a seguir:
1
waﬂ = hozﬁ - inaﬁha (339)
TNary <7/)7/3 (Wh)
onde hqp e h = h®, foram definidos anteriormente, sendo
Nap O tensor métrico da relatividade especial nas coorde- Sar ~ 57 L) —
nadas de Minkowski. Efetuando a contragao pelo tensor 1 ey | ¥ B o
métrico de Minkowski, temos as quantidades ¢7; e h'g,
ie.: & (w —hs+ 5%) =
_ v
zaﬁ = ”avzvﬁ’ gj(l); W5 —hs+ 555’1 =0=
ag = Tayt g 1
3505 — 65R° 5 + ~8505h = 0 =
Também, podemos escrever: 2 1
WP =P+ 260 =0 =
Nagh = Ny 630, (342) g 12 s
Pelas Eqgs. (339), (340), (341) e (342), temos: Yot g =02
Y—h+2h=0=9¢+h=0=¢Y=-h
¢aﬁ = ) 1/} 8= ﬁﬁa (344)
= noc'yw’yg = haﬁ - 577a6h
1
= na'yh’yg - 5770475}71
= Doy (hv _1 57 h) : donde se desnuda a denominagao de trago reverso. Us-
o2 ando as Egs. (339) e (344) na Eq. (338), temos que o
(343)  tensor de Einstein torna-se:
J
1 0?hg 0%h 0%h 1 0?
Gop = =€ 0% £ =T _ Y2 ) —Ohas| — =€Na —0h . 345
o= 5" [77 (39673300‘ 0xPox¥  JxPox™ o1 7 28 \ 9w (845)
[
Um vez que: temos que:
1 1
hﬁtp = 7/)599 + 577599}“ (346) n7¢hﬁv = ? Ypo + 5’7@0’1
1
_ - . 1
ha’Y - dja’)’ + 2770’Yh7 (347) = 777“'91/)6%0 + §n7¢nﬂwh
1
_ 1
By = oo + inwh, (348) = P, + §5gh; (349)
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Substituindo as

07 By

1
UW <'(/)ow + 277a'yh)

1
inmpna’yh

1
77%07/}047 + 55?5’17

NP ay +

(350)

n' <ww + ;nvcph)

NP, + %nwnwh

01y + %ﬁh

NP + % (60 + 61 + 035 +03) h
URALT % . 4h

094y, + 2h

WP, + 2h

¥+ 2h. (351)

Eqs. (346), (347), (348), (349), (350) e

(351) na Eq. (345), tem-se:

Ainda, note-se que:

T]’Ya hozﬁ

~
hﬁ
PB LY
n h‘ﬁ

hY¥

62

1
= Yop + 5n(mh =

1 «
N %ap + 50" ash =
1
v v
1
n@ﬁ¢7ﬁ + inwﬂ(ggh =

w’YS@ + 17789’)’}1.

5 (353)

1 2 1
Gus = 3| e (17 ¥sa + 35 ) +
0° 1
(P + =6%h
* 8x58m¥’<n 2/}'Y—|_2°‘>+
2 1
" Gapaee T2 -0 (W * 2%@)} *
1 o2 Substituindo o resultado da Eq. (353) na Eq. (352), e
= 5€lap ( g " h? -0 h> . (352)  reescrevendo alguns termos trivialmente, temos:
Y Ox
|
1 [ 02 1 0? 0? 1 0? 0? 1
Gop = —€|=—=—0",4+ =8} h ¢+ =0Z h — h—0Ov%as — =nag0h
g 2° _&W&an 813 B oxr0xe * &Tﬁax‘/’w o« T3 * 9zPOx¥ dz*dxP Vas gl ] *
1 9? 1 1
- = Ve L e Z
5 Map g o <w + 5" h) + 2677a5|:|h
1 [ 02 R A 0? 1 02 0? 1
= —€|z—5— = h v+ = h— -0 — —Naph
2° _8aﬂ8xa¢ 8713 dz*dxh * axﬁax¢¢ at3 Oz dxP dr*dxh Vap g'lo# } *
1 0? 1 0? 1
_ = v _ = e Bz Oh
QETIQBG:EWGW’MJ 118 o +2€7]a[3
Oh
1 0? 9? 1 1 9? 1 1
= - v Y = O%ap — ~tap Oh| — —ena Y — —enag Oh+ ~eas Oh
5¢ [axaasz o1 GaBazy Ve T HVas = s ] 200 e U g Nes I S
1 0? 0? 1 0? 1
= = v Yo =O%ap = 5nap Bl —nap 50" — SnagOh + 100
2° [8xa8mw s 63555%71/} * Vap g las 1 5amaxww g 'les + s
1 9? . 02 0?
ap = —€| —— WY —Otas — Nag————p? | . 4
Gap 2° <8xa8x’7w 87 8x58x7w « Vap =1 ﬁ8x76x9"1/} ) (354)



A Eq. (354) sugere que a imposigao da condigao:

0 0

77(”3?1/)76 = Dz (77(”1%6) = 1/)a3,a =0, (355)

reduzird as Eqs. de campo a Eqgs. de onda, que, em
virtude da Eq. (339) para o trago reverso, fornece:

0 0 1
o (py — 2 |y _z
Oz (™7 %) Oze |:77 (h'yﬁ 27776h>:|
0 1 0
— — he, Iy v
gra ' B 2" "Waxah
1 0
— ho S 1= R
Po 25 Oz
o 1 0
= e~ 35,0
o 1
= h B,a - §h7ﬁ
=0 ..
o 1
h%% o — 5}7[75 = 0, (356)

que é conhecido como gauge de FEinstein. O gauge de
Einstein pode ser obtido pela imposicao de uma trans-
formagao de gauge, i.e., uma transformacgao de coorde-
nadas:

¢ — x% 4+ Ve (357)

que mantém o tensor de curvatura de Riemann e suas
contragoes [o tensor de Ricci e o escalar de curvatural
invariantes até primeira ordem em e. Como o nosso ob-
jetivo é obter o acoplamento a gravitagao newtoniana, no
momento, nao nos interessa os pormenores de obtencao
do gauge de Einstein, mas que se aponte que a trans-
formagao de gauge acima leva a Eqs. de onda com fonte
para o campo dual V:

OVa =97, 4 (358)

que é suficiente para que se satisfaca o gauge de Einstein,
viz., escolhendo-se V, satisfazendo a Eq. (358). Para
que determinemos o acoplamento a gravitagdo newtoni-
ana, é natural que se faca uma aproximagao para campo
fraco. Também se espera que o campo gravitacional
tenha variacao lenta, i.e., que as variagoes do campo nao
sejam extremamente bruscas. O aparato perturbativo
para a métrica foi desenvolvido hé pouco, i.e., esperamos
que a métrica de fundo seja uma perturbacao pequena
em relacao a métrica de Minkowski, o que se ratificou
pela Eq. (315), sendo que se poe a métrica de Minkowski

no referencial de Minkowski para a cobertura:
(%) = (:Co,m“) = (:Co,ml,x27x3) , (359)

com:

Il
8

8 8 8 8
[N}
If
=

~ e~~~
w
=)
N

S N N N

63

por requisito de cobertura para a métrica de Minkowski:

Nap = diag[+1,-1,-1,—1]. (364)
Para que ponhamos mais claramente a Eq. (315) no con-
texto Newtoniano, faz-se necesséario o estabelecimento de
critério fisico que caracterize esse limite. No dominio
newtoniano, esperamos que qualquer deslocamento com-
ponente escalar tridimensional dx® num intervalo de
tempo Jt seja pequeno no seguinte sentido:
ox®  ox®

st a0 UTessh

(365)

em unidas geométricas, i.e., ainda nao estamos preocu-
pados com unidades fisicas, apenas com a coeréncia
matematica que proveja o critério para baixas veloci-
dades no sentido da Eq. (365), de modo a ser esse o

significado perturbativo para € na Eq. (315). A Eq.
(365) permite que escrevamos:

ox™ o

w ~ 6%, (366)
donde:

0 0¢

520 ~ Gz’ (367)
onde ¢ é uma funcao qualquer tal que:

b= (x%), (368)

i.e., uma funcao das coordenadas, com ¢ << 1. Ademais,
o comprimento elementar da trajetéria 4-dimensional de
uma particula teste:

= dt® —dr?,

donde:

d 2
(s) ~1— (2 4v,+0) ~1—é (369)

dt

tomando a raiz quadrada em ambos os lados da Eq.
(369), temos:

ds
di

1
~1l— 2 ~1— €.

: (370)

Assim, até primeira ordem em €, a parametrizacao da
trajetéria 4-dimensional de uma particula teste massiva,
particula que se propaga numa geodésica do tipo tempo,
pode ser tomada pela parametrizagao afim:

s=u="t. (371)



Tal resultado é obviamente plausivel do ponto de vista
Newtoniano, uma vez que nao se verificam efeitos de
dilatacao temporal em tal dominio dindmico de baixas
velocidades.  Assim, uma vez que a trajetéria 4-
dimensional de particulas-teste massivas serao geodésicas
do tipo tempo, temos que as trajetorias dessas particulas
serdo descritas pela Eq. (134) que, em virtude da
parametrizacao dada pela Eq. (371), torna-se:

dPxe da? dx
—_— G, ———— =0. 372
a2 TR (372)

J
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A conexao serd dada pela conexdao métrica afim, dada
pelas Eqs. (127) e (120). Dentro da aproximagio que
fazemos, aplicamos as Egs. (315) para o tensor métrico
perturbado e a Eq. (320) para o tensor inverso pertur-
bado & Eq. (120), levando esse resultado a Eq. (127),
ie.

1
By = 59" (98995 + 01985 — Ds95-)
1
=35 (77a5 - Ehms) (05 (11ys + €has) + Oy (ngs + €hgs) — Os (N + €hpy)]
1
= 3 (170‘5 — ehaé) € (agh,y(; + Oyhgs — aghg,y)
1
= 5677(15 ((‘%hvg + avhgg - aghgy) + 0 (62) (373)
2 = 0, (374)

uma vez que o tensor métrico de Minkowski, Eq. (364),
é um tensor constante nas coordenadas de Minkowski

J

d%z® o dz¥ dx ., dx0 dz
Az % A T dt at
d%x® o, dz® dz° ., dz®dx
a0 T ar
d?z® o dz¥ dax® o, 20 daP
a0 g e g
A2z o dz0 dz®
ez % dt

onde aplicamos a simetria da conexao e exploramos a
presenca de indices mudos. Aplicando a Eq. (360), temos
que a Eq. (375) torna-se:

Az o o dxzP
e +I'oo +2F06W +T

o dxb dzxc

vodr ar

(376)

Em virtude da Eq. (365) e (374), temos para a Eq. (376):

2 .0
L e+ 0(2) =0

g (377)

dadas pelas Egs. de (360) até (363). Expandindo a Eq.
das geodésicas, Eq. (372), temos:

., dxP dax® ., da® da¢
o ar e ar 07
., dz° dz” ., Azt dx
g ar e ar =07
o, dx0 daP ., dx® da¢
B g5 ar T tteTar di 0=
0 B b c
e g, (375)

Pela Eq. (373), temos:

1
I'Go = 5677a5 (Bohos + Bohos — dshoo) + O(€)
1
= 5@7&5 (200hos — Oshoo) + O (€°) . (378)
Estamos apenas interessados nas Eqs. das geodésicas

relacionadas as componentes puramente espaciais, uma
vez que estamos no limite newtoniano, donde reescreve-
mos as Eqgs. (377) e (378) para essas componentes, tro-
cando simplesmente a notagdo o — a, como temos feito
para os indices latinos que tomam somente os valores no



conjunto a € {1,2,3}:

d?x® u 9

a2 T [ +0 (€2) =0 (379)
1

6o = 5677‘15 (280hos — Dshoo) + O (€7) . (380)

Uma vez que a métrica de Minkowski n®? é diagonal, Eq.
(364), nap = 0 se a # [, com as componentes espaciais
Naa = —1, temos que a Eq. (380) torna-se:

1
Thy = —5¢ (200h0a — daloo) + O (<)

1 0 0
—56 (anohoa - Wh00> + 0 (62) ) (381)

uma vez que a métrica inversa de Minkowski, n®?, é
idéntica a métrica em si, 7,3, conforme obtivemos na
Eq. (328). Pela Eq. (367), temos que:

8h/Oa
= 2
50 (€), (382)
donde a Eq. (381) torna-se:
a 1 Ohgo
oo = 5654 + O (). (383)

Substituindo a Eq. (383) na Eq. (379), tendo em vista a
Eq. (315), temos:
d2$a - _1 8900
a2 " 2 9xe”

(384)

Comparando com a segunda lei de Newton no contexto
da gravitacao Newtoniana:

d?z a a

d?x® 0
T e (385)
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onde ¢ é o potencial gravitacional, m a massa de uma
particula-teste posta no campo gravitacional, temos que:

1
=900 = ¢+ C,

5 (386)

onde C' é uma constante. Uma vez que r — oo deve
implicar ¢ — 0 e gopg — 1, uma vez que se espera que o
tensor métrico reduza-se ao tensor métrico de Minkowski
na auséncia ou longe de fontes de campo gravitacional,
temos que C' = 1/2. Assim, a Eq. (386) torna-se:

goo =1+2¢0+ 0 (e). (387)
Aplicando o gauge de Einstein dado pela Eq. (355) na
Eq. (354) temos que o tensor de Einstein perturbado
torna-se:

1
Gop = —§ED%B +0 (%), (388)

que com a Eq. (339) para o traco reverso fornece:

Gap = —%em (h(w - ;na5h> +0(e%). (389)
A aproximagao que estamos fazendo para o acoplamento
com a gravitacao Newtoniana nao estd necessariamente
no contexto cosmoldgico, donde podemos tomar as Egs.
de campo de Einstein, dadas pela Eq. (253), com con-
stante cosmoldgica nula, A = 0, uma vez que a constante
de acoplamento k subsiste em qualquer caso em que se
apliquem as Eqgs. de campo. Assim, substituindo a Eq.
(389) na Eq. (253), com A = 0, temos as Eqs. de campo
perturbadas:

1 1
€0 (haﬁ - 2na5h> =—kTa+ O (€).  (390)

Contraindo com o tensor métrico inverso de Minkowski,
78, temos que a Eq. (390) leva & Eq.:



1
565 (n“ﬁha 2n P napn? hvﬁ) = &N T.5 =

1 y 1 02
5 [0 00 (1" hys)] = — { {8152 -

donde concluimos que temos de ter necessariamente:

(

1 1
770556[' (haﬁ - 777&67776]176

32
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2

dummy
e [nwéh.yg 2n75h75] =—R na’gTag =
%GD [fnv‘sh,y(;] = —kn o, 8=
e[ ()] = Ty P
0? 02 .
o1t o 5| 07 ) | = T

02

62
e[ (%108) = 7 (1) = 5L =

1
eV2hy; = —igwnaﬁTaﬁ, (392)

2
€ [gﬂ (h%5) = V2 ("°h, )] = —Fn*Top =
0? Eq. (367)
[Wh v? (n”éhw;)] =—Rn q:g
5 [0() = V2 (7h,s)] = AT =
eV? (nv‘shw;) = —&nPT,5 =
W26V (hog) = A0 T, (391)

uma vez que 77751%,5 = 67 = 4. Todavia, também se note
que, em virtude da Eq. (390), que a contragao pelo tensor
métrico inverso de Minkowski fornece:



1
1
na5§e O (hag

1
€0 (naﬂha

1
— 277th> = —RTaﬂ R
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xn*?

1 _
- 2”a5h) = = Tap =

1 -«
31" naah> = —Fn*"Tap =

1 gl

=B
fﬁTﬁé

1 1
—el — = -4h ) = —kT
26 <h 5 h) RT =
1 _
§€|:| (h—2h) = —RT =
%GD (=h) = —RT =
leDh _ Eqs (32:2;), (367)
2
1
56 [O (62) —V2h} =krl =

%GVQ (naﬁh(xﬁ) —

1
770‘5 (26V2halg + FLTaﬁ) =0.

Para que se verifique a Eq. (393), é suficiente que:

1
fgev%aﬂ = KT s (394)

J

1 1 1
V2hag = 5€V2hag = 5eV2hag = —F (2%6’7”5%

Consideremos o tensor de energia e momento para o sub-
strato, i.e., dado pela Eq. (266) na representagao con-
travariante:

T = (po + p) u®u® — pg®? (396)

e sua representacao covariante dada pela Eq. (267):

Taﬁ = (PO +p) UaUB — PGaps- (397)

Para o acoplamento com a gravitacao Newtoniana, esper-
amos que a quantidade de movimento transferida pelo
substrato seja relativamente baixa, no sentido da Eq.

1
5evzh =—rT =

1 2168 =B
§th5:—/<aT5:>

—K (T]aﬁTag) =

(393)

[
Assim, pelas Eqgs. (392) [renomeando os indices] e (394):
— Taﬁ> +0(e%). (395)

(

(365), i.e., que o substrato no dominio de baixas ve-
locidades tenha energia e momento linear encapsulados
tao somente em sua densidade de energia prépria, po, e
em sua densidade de momento linear proprio pou®, viz.,
efeitos relativisticos de dilatacao, bem como efeltos de
pressao em:

dx® dz”
T% = —_—— RO 398
(PO + p) du du p (77 — € ) ’ ( )
que se torna:
T ~ (po+p)—p(1—en™)
= po + eph®, (399)



em virtude das Egs. (321), (328), (370) e (371), tornam-
se despreziveis no sentido de que a gravitagao Newtoni-
ana nao distingue a descrigao prépria para a energia, i.e.:

T = py, (400)
no dominio newtoniano. Isso posto pelo que a densi-
dade local que gera campo gravitacional local no dominio
newtoniano sempre serd a densidade de massa prépria,
esteja essa massa em movimento ou nao, a despeito do
espago tridimensional em que esteja inserida. Em out-
ras palavras, é natural que observadores locais nos pon-
tos do substrato estejam em um sistema de coordenadas
comoével, uma vez que, newtonianamente, movimentam-
se os proéprios pontos do substrato gravitacional em re-
pouso em relacao a si mesmos com fonte local pg para o
campo gravitacional, viz.:

dz®  dt Egs. (370), (371)
0
= — =— ~ 1 401
b du du ’ (401)
dx® Egs. (370), (371) dx®
¢ = ~ =" = 402
U T 7 v 0, (402)

tendo em vista o dominio newtoniano de validade e a nao
movimentagao tridimensional de pontos do substrato em
relagdo a si mesmos. Assim, as Eqgs. (401) e (402) podem
ser postas sob a forma compacta:

u 68 (403)

E extremamente importante que se comparem a Eq.
(296) [ou (297)] e a Eq. (403). As razdes e os con-
textos que levaram a essas Eqs. sdo distintos. A
Eq. (296) foi obtida no contexto do substrato cos-
moloégico e a razao para que tenhamos uma igualdade
nessa Eq. é a de que a coordenada z° = t 14 forne-
cia os instantes cosmolégicos que eram medidos pelos
observadores coméveis, sendo assim que essa coorde-
nada parametrizou as trajetérias 4-dimensionais desses
observadores, os quais eram os proprios pontos do sub-
strato. Ja a Eq. (403) ocorre de forma aproximada,
pois a parametrizagao das geodésicas que descrevem
os pontos desse substrato nao sao parametrizadas pelo
tempo newtoniano absoluto ¢, somente sendo possivel
essa parametrizacao se os efeitos relativisticos forem de-
sprezados, i.e., de forma aproximada no contexto newto-
niano. Também, o tensor métrico que aqui analisamos é
uma perturbagao sobre o tensor métrico de Minkowski,
sendo que 14, no contexto cosmoldgico, estavamos sob
o elemento de linha cosmolégico de Robertson-Walker.
Assim, nao se confundam esses contextos, uma vez que
estamos engajados com o acoplamento newtoniano or-
dindrio sendo que, cosmologicamente, isso ocorre quase
que numa mesma hipersuperficie de simultaneidade cos-
moldgica, pois a fisica ordinaria se processa em interva-
los de tempo que sao pequenos em relacao a idade do
universo. Ademais, a Eq. (403) leva & Eq. para as
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4-velocidades covariantes, em virtude da contracao pelo
tensor métrico perturbado, viz.:

Eq. (315)
BT (s + ehag) u®

dzP Egs. (370), (371) daB
= (Nap + €hap) —— ~ (Nap + €hap)

Uq GaplU

du dt
daP
= Nog—— + O(€?
Nap =g +O(€)
X Tapbl = Nao (404)

onde também utilizamos a Eqs. (365) e (403). Em vir-
tude da Eq. (314), i.e., uma vez que o tensor métrico de
Minkowski é diagonal, com 199 = 1 e 149 = 0, temos que
a Eq. (404) torna-se:

TS (405)
no limite Newtoniano. Assim, em virtude de nossas con-
sideragoes, temos que, no limite Newtoniano, o substrato

gravitacional possui tensor de energia e momento tal que
as Egs. (396) e (397) tornam-se:

T & pods sy
Taﬁ po(sgég.

(406)
(407)

Q

Assim, a Eq. (395) fornece para o 00-termo, termo de
energia:

1 1
§6V2h00 ~ —K (2770077761175 — T(JO) (408)
Pela Eq. (407), temos que a Eq. (408) torna-se:
1 1
§€V2h00 N —R (27700777690535}3 - P05858>
1
= -k (277007700P05858 - :005858)
— a(l -
= 2Po Po
— q(-L
= -k 2,00
eV2hoy = Epo+ O (€7). (409)
Pelas Egs. (314) e (315):
goo = Moo + €hoo + O (€%) ,
= 1+ ¢ehgo + O (€%, (410)
donde:
V2goo = €v2h00 +0 (62) . (411)
Assim, substituindo o resultado da Eq. (409) na Eq.
(411), temos:
V2900 = Epo + O (€°) . (412)



Pela Eq. (387), temos:

V2900 = VZ[1+2¢+ O (e)]

= 2V%p 4+ O (e). (413)
Substituindo o resultado dado pela Eq. (413) na Eq.
(412):
2V26 + O (e) = Rpo + O (62) ,
donde:
2 L
Vi = §f€P0+O(€)
1
~ ikpo. (414)
Ja a gravitacao Newtoniana estabelece que:
A (415)

onde F, é a forca gravitacional num ponto do espaco
tridimensional a que uma massa de prova mg nesse
ponto estd submetida em virtude de uma distribuicao
de matéria, sendo V; a energia potencial gravitacional da
distribuicao total de matéria, uma vez que V x Fy = 0,
i.e., o trabalho realizado pela forga gravitacional entre
dois pontos do espago tridimensional é independente do
caminho, uma vez que a interacao gravitacional entre
pares de elementos de matéria é central. Defina-se o
campo gravitacional [vide Eq. (385)] g tal que:

g= 1, (416)
mo

com mg — 0, para que a massa de prova nao per-
turbe a distribuicao de matéria, de modo ao campo g
ser atribuido a distribuigao de matéria complementar a
massa mg, perfazendo a distribuicao total de matéria.
Define-se o potencial gravitacional ¢, como a razao entre
a energia potencial V; da distribuicao total de matéria e
a massa de prova mgy — O:

p=—2. (417)

Assim, a Eq. (415) é escrita em termos do campo grav-
itacional:

g = Vo. (418)

Considerando uma fonte elementar de campo gravita-
cional de massa m, calcula-se o fluxo F das linhas de
campo gravitacional g, i.e., o fluxo de g [uma vez que g
é tangente a essas linhas por definigao], através de uma
superficie S fechada englobando m, i.e.:

F= f g - ads. (419)
S
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Seja r a distancia entre m [uma vez que m é elementar,
que seja um ponto material] e uma superficie elementar
dS de S. Seja « o angulo entre a normal unitaria dada
pelo versor 7 exterior a S e o vetor de m até dS. Como o
campo g é central e repulsivo [F ¢ atrativa, mas definimos
g pela Eq. (416), sendo este, portanto, repulsivo, o que se
torna vantajoso para calcular fluxo através de superficie,
pois g apontard segundo versores normais exteriores a
superficies fechadas que venham a englobar fontes de g],
temos que o angulo entre g e 1 serd «. Assim, a Eq.
(419) torna-se:

F 7{ lg| |72| cos e dS
s

= j{m—fcosads.
s T

A projegdo da drea ndS ao longo do versor g/|gl,
dS cos «, fornece um elemento de area esférico centrado
em m, Vviz.:

(420)

r?sin df de = r?d) = cos adSS, (421)

onde o lado esquerdo da Eq. (421) é o elemento esférico
de area nas coordenadas esféricas usuais com centro em
m e raio de m até dS. Em virtude da Eq. (421), a Eq.
(420) torna-se:

F = %mGsmedﬂdd)

=21
= / / mG sin 0 df do
)

= 27rmG/ sin 6 d6
0

= 27mmG (— cosd|q)
= 2mmG (— cos T + cos0)

= 4dmmG. (422)

Como m é elementar, seja pgdV, onde py é a sua den-
sidade local e dV seu volume elementar. Aplicando o
teorema de Gauss para a divergéncia de um campo veto-
rial & Eq. (419):

]-":j{g~ﬁds:/V~ng.
s %

(422) e (423) levam &

(423)
Em sendo V' elementar, as Eqgs.
aplicagao local:

V.gdV = 47Gpo dV. (424)

Uma vez que o particionamento de um continuum de
matéria é arbitrario, temos necessariamente que:

V.-g=4nGpy. (425)
Aplicando a Eq. (418) a Eq. (425), temos:
V-Vé¢ = V¢ = 4nGpy. (426)



Pelas Egs. (414) e (426), vemos que a Eq. (414) prové o
acoplamento a gravitagao Newtoniana, desde que:

k=4rG & Rk = 8nG. (427)

DN | =

Assim, o acoplamento a gravitagao Newtoniana, leva as
Egs. diferenciais ordindrias para a dindmica cosmoldgica,

Eqgs. (310) e (313):

a(t)+ k
—F—— A = ; 42
3 8tGp;  (428)
. .2
2a(t)a(t) +a*(t) + k CA = —8nGp, (429
a?(t)
em virtude da Eq. (427), sendo que as Eqs. (428) e

(429) ainda se encontram em unidades geométricas nat-
urais. Antes de resolvermos as Egs. (428) e (429),
i.e., de passarmos as consideracoes relacionadas ao ob-
jeto deste trabalho, que é uma nova solugao para as
Egs. de campo de Einstein no contexto cosmoldgico,
com os aspectos quanticos que consideraremos para o
substrato cosmolégico, bem como a termodinamica iner-
ente a dinamica cosmoldgica segundo essa nova solugao,
ponham-se essas Eqgs. (428) e (420) em unidades fisicas.
Para tal, note-se que o elemento de linha de Robertson-
Walker, dado pela Eq. (213), em unidades fisicas é dado
por:

ds? = Adr?

dr?
_ 23,2 2 202 | 2 2 2
— Cdt —S(t)(l_w—l—’rd@ +'f’ Sin 9d¢>,
(430)
onde se adota a parametrizagao tnica:
s =wu = cr, (431)

para uma geodésica qualquer, onde 7 é o tempo préprio
medido por relégio em repouso em relacao a particula
que descreva tal geodésica qualquer, fixo nessa particula.
Conforme discutido anteriormente, mormente na dis-
cussao que levou a Eq. (210), o tempo préprio para os
observadores comoveis cosmoldgicos, i.e., para os pontos
do substrato cosmoldgico, é o tempo cosmoldgico t, viz.,
relégios fixos nos pontos do substrato cosmoldgico, i.e.,
que evoluam segundo a prépria dinamica cosmoldgica,
medirao o tempo cosmolégico t. Como as coordenadas es-
paciais desses pontos sao fixas [cada ponto P do substrato
cosmoldgico possui valores fixos (rp, 0p, ¢p)], temos que
T = 7p = t, para esses pontos, sendo que a Eq. (429)
leva a Eq.:

dr? = dr} = c*dt?, (432)
para esses pontos. Num universo permeado por radiacao
eletromagnética, o fluido cosmoldgico serd composto por
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fétons, mas isso nao requer que os pontos do substrato
cosmologico descrevam trajetérias 4-dimensionais do tipo
luz, i.e., geodésicas com c?dr? = 0, pois essa condicao é
aplicada as trajetorias 4-dimensionais dos fétons em si,
i.e., as geodésicas dos fétons em si. Viz., em dois in-
stantes cosmolégicos diferentes, um ponto do substrato
cosmologico que evoluiu segundo sua trajetéria comovel
ortogonal as hipersuperficies de simultaneidade pelas
quais perpassa tal ponto nesses instantes estard inter-
seccionando fétons distintos nesses instantes, i.e., duas
trajetérias do tipo luz distintas nesses instantes, ainda
que o substrato permaneca composto por radiagao. A
cada instante cosmolégico, um dominio elementar tridi-
mensional de hipersuperficie de simultaneidade contera
uma geodésica comébvel cruzando esse dominio em tal
instante e ortogonal & hipersuperficie, sendo a energia
eletromagnética encapsulada em tal dominio elementar
tridimensional de hipersuperficie de simultaneidade a en-
ergia que instantaneamente se atribui a vizinhanga da
geodésica comédvel em tal ponto (ct,rp,0p,¢p) do sub-
strato cosmolégico num universo permeado por radiagao
eletromagnética. Ademais, tal descricao energética in-
stantanea deve ser a mesma em todos os locais de uma
hipersuperficie de simultaneidade, pois isso é requerido
pelo principio cosmolégico. Em outras palavras, a ra-
diagao césmica de fundo deve ser, instante por instante,
homogénea e isotrépica em escala suficientemente ex-
tensa, i.e., em sendo validos os argumentos que levam a
geometria encapsulada no tensor métrico de Robertson-
Walker. Voltaremos a considerar esses aspectos rela-
cionados a energia e a descrigao observacional dessa dis-
tribuicao de energia, pois ha consequéncias profundas
nessa caracteristica que permeia o universo, i.e., devemos
nos questionar até que ponto a homogeneidade e isotropia
para a radiagdo cosmica de fundo mantém-se verazes
quando passamos a considerar que a nao linearidade das
Eqgs. de campo de Einstein nao permite a equivaléncia
entre uma solucao obtida de uma distribuigao média e
a média obtida de uma solugao completa, viz., deve-
mos levantar questionamento sobre qual a influéncia que
uma perturbacao sobre a métrica de Robertson-Walker
tera sobre a homogeneidade e isotropia aprioristicamente
postas e que levam a uma radiacdo césmica de fundo
necessariamente homogénea e isotrépica em virtude do
principio cosmoldgico. Seguindo os mesmos passos que
levaram da Eq. (213) & Eq. (228), i.e., a Eq.:

dr?
2 _ 32 2 2992 | 2 2 2
ds® = dt* — a*(¢) (1—kr2 + r2df* + r°sin” 0 do ),
(433)
com a transformagao:
r Ry T (434)

" VIK R KT

onde 7 é um numero real puro, supondo, primeiramente,
K #0, a Eq. (430) torna-se:



S()

d82 = d(Ct) - (W

onde K é a curvatura gaussiana, k = K/|K| é a cur-
vatura normalizada e Ry um comprimento arbitrario; (!)

enfatize-se que d(ct)® = [d(ct)]?, sendo que apenas se
ecomomiza a notacao. Definindo:
S(1)
S'(t) = ——, (436)
Ro/|K|
R(t) = S'(t)Ro, (437)

a Eq. (435) torna-se:

dr?
1—kr2

ds? = d (ct)* — R%(t) < +72dh* + r*sin* 0 dqﬁZ) ,

(438)
onde abandonamos a barra superposta em 7, ficando
claro que R(t) tem dimensao de comprimento, sendo R(t)
a magnificacao do comprimento arbitrario Ry pelo fator
de escala adimensional S’(t), conforme se depreende das
Eqgs. (436) e (437), uma vez que K, a curvatura gaus-
siana, tem dimensao L~2, sendo L comprimento, Ry di-
mensdo de comprimento e S(t) é originalmente adimen-
sional na Eq. que o originou, Eq. (430). A coordenada
r na Eq. (430) é comprimento radial usual, mas 7, por-
tanto o novo r na Eq. (438), conforme o definimos pela
Eq. (434), continua sendo, na Eq. (438), esse ntimero
real puro definido na Eq. (434). Assim, se um compri-
mento inicial S’(¢9) Ry = Ry for localmente definido, ou
requerido por forga de necessidade fisica, numa hiper-
superficie de simultaneidade num instante cosmolégico
to = 0, portanto devendo ser Ry definido em todas as
direcoes, em virtude de isotropia, e em todos os pontos
dessa hipersuperficie, em virtude de homogeneidade, em
to = 0, passado o tempo cosmoldgico t, R(t) serd Ry mag-
nificado por S’(t), ou seja, um novo comprimento definido
em t, o qual deve ser definido em todas as diregoes e
em todos os locais na t-hipersuperficie de simultanei-
dade, pois, a cada instante, homogeneidade e isotropia
sao requisitos do principio cosmolégico, o qual sempre
se aplicard a qualquer hipersuperficie de simultaneidade
que venha a ser considerada, conforme exaustivamente
discutido de inicio. Comparando as Eqgs. (433) e (438),
vemos que devemos fazer as substituicoes:

(439)
(440)

t — ct
a(t) — R(t),

nas Egs. diferenciais cosmoldgicas (428) e (429) obtidas
do elemento de linha de Robertson-Walker em unidades
geométricas naturais, para que essas Eqs. passem a de-
crever quantidades fisicas, com R(t) significando a mag-
nificagdo [esticamento ou encurtamento] do comprimento

w)
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=2

4
1— kr? (435)

+ 72d6? + 7% sin” 0d¢2> ,

(

Ry, pelo que passaremos a chamar R(t) de comprimento
de magnificacao de escala que, confome acabamos de dis-
cutir, para k # 0 [k = 41 (setor espacial com geome-
tria fechada) ou k = —1 (setor espacial com geometria
aberta)], significa a magnificacdo de dominios espaciais
locais isotrépicos de magnitude inicial ainda arbitraria
Ry. Note-se também, que V2¢, na Eq. (414), estd em
unidades geométricas naturais. Em unidades SI, esse
laplaciano tem as seguintes unidades:

J m 1 1
V2 = =kg-=m——m = —, 441
[V*9] SI  m?kg gszmmzkg s (441)
em virtude da Eq. (417) e do operador laplaciano:
62 82 82
2= = 442
v Ox? * Oy? + 022 (442)

Em unidades naturais, temos que a velocidade da luz no
espaco vazio, viz., no vacuo, é dada por ¢ = 1, donde:

cra3x1080 =1 1s=3x 10°m=c-s.  (443)
S

Assim, ao transformarmos V2¢ de unidades SI para

unidades geométricas naturais N, temos, pelas Egs.

(441) e (443), a partir da Eq. (441):

vy - Lo 1 11
[ (b]N (SQ)N’ (c- 5)2 2 g?
= ci? V2], - (444)

Assim, pela Eq. (444), vemos que a relagao entre (VQQS)N
[V2¢ em unidades geométricas naturais] e (V2¢) oI V2o
em unidades SI] é dada por:

1
(V26) = & (V0)g.

A densidade prépria po no lado direito da Eq. (414)
adveio do tensor de energia e momento, sendo que a den-
sidade nesse tensor é a densidade de energia. Assim os la-
dos esquerdo e direito da Eq. (414) devem ter as seguintes
transformacdes respectivas:

(445)

1
Vip — C—2V2¢, (446)

po — ¢po, (447)

para que a Eq. (414) envolva as mesmas grandezas que
a Eq. (426) num mesmo sistema de unidades. Assim, a
Eq. (414) torna-se:

1
Vi = JRctno, (448)



onde pg é a densidade de massa para o substrato grav-
itacional utilizado na marcha que levou & Eq. (414) no
contexto de acoplamento a gravitacao Newtoniana que
14 desenvolvemos. Pelas Eqs. (426) e (448), obtemos
a condigao de acoplamento a gravitagao Newtoniana em
unidades fisicas usuais:

831G

1
4nGpo = §I_€C4p0 SR=—1 (449)

Portanto, se partissemos do elemento de linha em
unidades fisicas usuais [SI], sendo, entdo, que os cdlculos

J
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levariam em conta a forma dada pela Eq. (438) para o
elemento de linha, sendo, também, o tensor de energia e
momento tendo sido usado em unidades fisicas usuais, o
que leva ao acoplamento & gravitacao Newtoniana pela
condigdo posta na Eq. (449) para k, encontrariamos as
seguintes Eqs. para a dindmica cosmolégica andlogas as
Eqgs. (428) e (429) [ou, o que é a mesma coisa, as Eqs.
(310) e (313), uma vez que as Eqs. (428) e (429) sao
as Egs. (310) e (313) com o acoplamento em unidades
geométricas naturais i = 87 G|:

POLE g = ¥ g

[3 a?(t) :|SI st ot Pl (450)

[Qa(t)a(t);- a*(t) + ]‘“] —[Alg = —ﬁ [Plsr » (451)
a?(t) SI ¢

uma vez que [K]g; = [87G]g; = 87G/c*, em referéncia ao
acoplamento por % ja posto em unidades fisicas usuais
em virtude do que acabamos de obter na Eq. (451).
Primeiramente, usamos as transformacoes dadas pelas

a2t)+k 3 da(t)]?
=0 a%ﬁ)“ i ““}
donde:
a*(t)+ k] R2(t) + ke
| = e (455)

(

Egs. (439) e (440) no conteido entre colchetes no
primeiro termo no lado esquerdo da Eq. (450), para
que esse contetido que adveio da Eq. (310) em unidades
geométricas naturais esteja em unidades fisicas usais:

3 dR(t)]?
- R%){[d(ct)} *’“}
R dR(t)1?
N RQ(t){[ cdt } Tk
3 [ 1 [dR@)7?
= Rz<t>{cz[dt] *’“}
3 01 .,
= 20 _(TQR (t)+k]
3 [1 ., kc?
= e |2t “Hg}
3[R 4 ke
ION
52 C2
_ 33622;@’; , (452)

Analogamente, usamos as transformacoes dadas pelas
Egs. (439) e (440) no conteido entre colchetes no



primeiro termo no lado esquerdo da Eq.
que esse contetido que adveio da Eq. (313) em unidades

(451), para

2a(t)d(t) + a*(t) + k

1
() BEG {ZC‘(”
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geométricas naturais esteja em unidades fisicas usais:

5] [f50) o) -

1 d [dR(t) dR(t)]*
=0 {QR“’W) [dw)} ! [d(ct)} “‘“}
1 d [dR(t) dR(t)]?

T OR2(1) {2R(t)cdt[ cdt }+[ cdt } +k}
1 [2R@)&@R(t) 1 [dR(®)]?

= R2(t){ P [dt} +’“}
1 [2RM)R(t)  R(t) ke

 R2(1) c? + c? +c21

1 [ 2R()R() + R2(t) + ke?

O OR2(t) c?

donde:
2a(t)a(t) +a2(t) + k] 2R(t)R(t) + R2(t) + ke?
a?(t) _ R2(t)
(455)
Definamos:
Ny = 5 (456)
p = b (457)

que sao meras definicoes para que reescrevamos as Eqs.
(450) e (451) mais convenientemente; obviamente j e p
sdo constantes, uma vez que a constante cosmoldgica A,
portanto [A]g;, é, por definicdo, como o préprio nome
sugere, constante. Também, uma vez que [p]q; é simples-
mente a densidade de energia do substrato cosmolégico
[o principio cosmoldgico, obviamente, impoe que a den-
sidade de energia do substrato cosmoldgico seja ape-
nas funcdo de ¢, uma vez que, para um dado ¢, to-
dos os pontos de uma t-hipersuperficie de simultanei-
dade, i.e., de um setor espacial t-instantaneo, devem ser
igualmente descritos pelos observadores nesses pontos],
sabendo que agora trabalharemos com unidades fisicas
usuais, renomeie-se:

[Plst = P, (458)

e, de mesma lide, uma vez que [p]g ¢é simplesmente
a pressao no substrato cosmoldégico [o principio cos-
molégico, obviamente, impde que a pressao no substrato

(454)

cosmologico seja apenas funcao de ¢, uma vez que, para
um dado t, todos os pontos de uma t-hipersuperficie de
simultaneidade, i.e., de um setor espacial t-instantaneo,
devem ser igualmente descritos pelos observadores nesses
pontos], sabendo que agora trabalharemos com unidades
fisicas usuais, renomeie-se:

[t = p. (459)
Assim, finalmente, em virtude das Eqs. (453), (455),
(456), (457), (458) e (459), as Eqs. diferenciais para a
dindmica cosmoldgica, Eqs. (450) e (451), sao dadas por:

R? + kc? 87G 5
™ = 32 (p+p); (460)
2RR + R? + kc? 871G B
T = —CT (p+p) 5 (461)

onde, enfatizando, incorporamos a constante cosmolégica
através das ditas densidade de energia e pressao do vacuo:
p and p, respectivamente. Uma vez que nao estamos
mais trabalhando com unidades geométricas naturais,
conforme discutido, o fator de escala torna-se R(t), sendo
interpretado, também conforme discutido, como o com-
primento de magnificacao de escala da dindmica cos-
moldgica, medindo como um comprimento de referéncia
inicial Ry no substrato cosmolégico em t¢( torna-se mag-
nificado, esticado ou comprimido, conforme o universo
evolua cronologicamente de ty até t. Tal nao deve



ser literalmente interpretado como sendo um aumento
de distancia entre dois pontos no sentido de que, num
caso de expansao, e.g., um comprimento de onda esta-
ciondrio esticado conectando dois pontos cosmoldgicos
numa tg-hipersuperficie de simultaneidade permanece-
ria estacionariamente conectando os mesmos dois pon-
tos apds o esticamento cronologicamente evolutivo para
uma respectiva t-hipersuperficie de simultaneidade sub-
sequente do substrato cosmoldgico, porém menos ener-
geticamente. Ainda que tenhamos acabado de obter as
Eqgs. (460) e (461) em unidades fisicas com o desenvolvi-
mento que fizemos a partir da Eq. (430) em unidades
fisicas, porém supondo K # 0 a partir da Eq. (434), as
Eqgs. (460) e (461) sdo vélidas para K = 0, bastando
que se faca k = 0 nas Egs. (460) e (461). O motivo
é que ji demonstramos a validade da Eq. (433) para
o caso em que k = 0, quando da marcha que levou a
obtengao da Eq. (228) [vide Eqs. (222), (224) e (227)
e a discussao inerente]. O procedimento é trivial, onde,
no caso em que K = 0, temos que R(t) nas Egs. (460)
e (461) sera dado por S(t)Rp, bastando que se escreva
r = Ror na Eq. (430), com Ry também sendo um com-
primento inicial arbitrario, com 7 sendo um nimero real
puro. Todavia, conforme veremos, a solugao que obtere-
mos requererd k = —1.

A SOLUGAO ALTERNATIVA - ARTIGOS
ANEXOS

O conteudo que se segue segue num ordenamento de
trés artigos sucessivos e estd revisado [10], aceito e pub-
licado [3] [4]. Resolvemos as equagoes de campo da rel-
atividade geral (GR) no contexto cosmoldgico, primeira-
mente com um postulado extra [sendo que tal postu-
lado é demonstrado posteriormente num segundo ar-
tigo também publicado [4], sobre o qual também dis-
correremos oportunamente]. A plausibilidade do pos-
tulado reside dentro do principio de indeterminagao de
Heisenberg aplicado aos pontos do substrato cosmolégico,
como veremos, sendo, numa primeira andlise [pois, con-
forme acabamos de enfatizar, o que se postulou tornou-
se demonstréavel], heuristicamente analisado dentro do
apéndice deste primeiro artigo. Sob este desenvolvimento
que aqui faremos, veremos que uma densidade de energia
negativa pode prover conteiudo de energia positiva para
o substrato cosmoldgico via flutuagao, uma vez que a
conservagao de energia em relatividade geral no contexto
cosmoldgico acaba por se tornar enfraquecida, ou trivial,
uma vez que tal conservagao leva a primeira lei da ter-
modinamica localmente, uma vez que o transporte par-
alelo contravariante do tensor de energia e momento pode
depender do caminho escolhido quando nao elementar,
i.e., para caminhos finitos ndo diferencialmente locais. A
questao de se interpretar a trivialidade da conservacao
de energia como sendo caracterizada por uma falha de
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objetivo na aplicacao do teorema de Noether precisa ser
profundamente investigada, porém uma nao conservagao
global de energia em cosmologia relativistica pode ser
uma condi¢ao mais fraca em virtude da nao integrabil-
idade da variedade Riemanniana, sendo que a triviali-
dade para a conservagao passaria a residir em condicao
mais geral ainda satisfeita. A condicao inicial para o uni-
verso primordial, em nossa solugao, passa a ter, natural-
mente, um cutoff, tal que a temperatura do substrato cos-
moldgico converge para o zero absoluto, contrariamente a
uma divergancia estabelecida por modelos vigentes para
0 inicio do universo. Nosso modelo prové, além de out-
ras caracteristicas e explicagoes, uma explicagao para
a questao da energia escura, uma questao cosmologica~
mente importante e sem interpretagao satisfatoria atual-
mente. Ademais, nosso modelo prové naturalmente a
temperatura atual da radiacao césmica de fundo, viz.,
nossa solugdo concorda com as observagoes cosmoldgicas,
incluindo a previsao de 2.7K para a CMBT.

Na discussao que fizemos em relagao a obtencao da
Eq. (100) [anteriormente, obtida a Eq. (97)], vimos que
o transporte do tensor métrico pela variedade tornara-
se uma condicao geométrica importante para que se
pudessem medir comprimentos elementares por toda a
variedade com a utilizacao de uma mesma regra es-
pecifica, i.e., uma vez que se equipa uma variedade com
um tensor métrico para que medidas métricas, tempo e
comprimento, sejam levadas a cabo, caracterizando uma
variedade de tal forma equipada como sendo Riemanni-
ana. Poderiamos efetuar tal procedimento com o tensor
de energia e momento, i.e., poderiamos dizer que o trans-
porte paralelo do tensor de energia e momento 7%?, viz.:

dx?
ivﬂ{Taﬁ =0,

o (462)

por construcao andloga aquela que fizemos na marcha que
levou da Eq. (92) a Eq. (97) para a métrica, deva ser
veraz independentemente da congruéncia de geodésicas
tomada cujos vetores tangentes sdo dz?/du, levando a
nulidade da derivada covariante do tensor de energia e
momento? Le., hd alguma plausibilidade em se atestar
aprioristicamente a necessidade:
V., 7% =0, (463)
em virtude de se ter que impor a conservagao global
de energia e momento? Do ponto de vista geométrico,
se a Eq. (462) fosse verdadeira, estarfamos por afir-
mar que a construcao do tensor de energia e momento
num ponto O arbitrario de uma variedade Riemanniana
poderia ser transportada por toda a variedade, ou seja,
terfamos uma conservagao gloval do tensor de energia e
momento. Do ponto de vista fisico, torna-se facil verifi-
carmos que isso nao pode ser verdadeiro no cenario cos-
moldégico de um modo geral, uma vez que o principio
cosmoldgico nao necessariamente se aplica a instantes



diferentes do universo, viz., um ponto que descreve uma
geodésica comével nao descreve o universo com as mes-
mas caracteristicas em instantes cosmolégicos diferentes,
pois, caso contrario, jamais perceberiamos uma expansao
do universo, por exemplo, ao observarmos pontos sobre
uma mesma geodésica comébvel. Assim, devemos esperar
que o transporte do tensor de energia e momento ao longo
de uma geodésica comdvel [trajetdrias 4-dimensionais dos
pontos dos substrato cosmoldgico] nao seja necessaria-
mente nulo. De fato, se calcularmos [os 4-vetores tan-
gentes as geodésicas comdéveis sao dados por &), con-
forme anteriormente discutido na marcha que levou da
Eq. (295) a Eq. (297)]:

SqV, TP = VTP, (464)
para a componente 7%, vemos claramente que, em vir-
tude da Eq. (39):

VoT% = 9T +T9,7°° + 19,7, (465)
que, em virtude das Eqgs. (266) e (297), fornece:
00 050 00 dp
VoT™ = o [(p+p) 8530 —pg™] = 57, (466)
uma vez que a métrica é diagonal, assim como o ten-
sor de energia e momento, g0 = 1 e I'); = 0 [vide

Eqgs. de (268) até (280)]. Assim, a Eq. (466) torna o
critério de conservagdo dado pela Eq. (463) impossivel
se p = p(t), e.g., diferentemente do que necessariamente
ocorreu para o tensor métrico. Ademais, o Prof. Albert
FEinstein nao requereu tal critério de conservagao, ainda
que um critério global de conservacao venha ser funda-
mentalmente o que se coloca pela Eq. (462) com dz”/du
arbitrario. A Eq. (466) mostra claramente que o back-
graound fisico nao é necessariamente o mesmo, i.e., 0s
eventos se colocam num substrato que é incluido como
parte do sistema fisico para que se calcule a energia do
sistema, viz., nao hda como se isolar uma parte do uni-
verso no sentido cldssico de se colocar um sistema fisico
num background imutavel. Ademais, diferentemente do
que ocorre com sistemas classicos, o tempo ¢ é uma coor-
denada e nao um parametro, somente sendo, no caso cos-
moldgico, que t se confunde [ndo no sentido de confusdo,
desordem, mas no sentido de fusdo convergente de sig-
nificados] com o pardmetro afim das geodésicas comdveis
eventualmente, sendo que, para quaisquer outros movi-
mentos nao comdéveis, t é fundamentalmente uma das 4
coordenadas espago-temporais. Note-se a presencga fun-
damental de t na Eq. (230); como poderia ser tal co-
ordenada analiticamente ciclica? Assim, nao se espera
a arbitrariedade de caminhos, i.e., que a conservacao do
tensor de energia e momento obedega o critério de con-
servacao posto pela Eq. (462) para caminhos quaisquer,
levando necessariamente & Eq. (463), mas que haja um
filtro relacionado & contrucao do tensor de energia e mo-
mento em si via produto de dois campos vetoriais con-

()

travariantes, de modo a ser a invariancia segundo qual-
quer um desses campos [o tensor de energia e momento
é simétrico, uma vez que o é o tensor de Einstein, vide
Eqgs. (253) e (254)] pertencentes ao espago tangente no
ponto de construgao [ou ao espago cotangente, numa rep-
resentagao covariante], i.e.:

VI =V, TH =0, (467)
que é, naturalmente, a generalizagdo da Eq. (263) [em
relatividade especial, a divergéncia nula do tensor de en-
ergia e momento leva a conservagao de energia e mo-
mento]. Tal programa de generalizacao segue o que o
Prof. Einstein chamou de minimo acoplamento gravita-
cional, que nada mais é do que um principio de simpli-
cidade, uma aplicagdo da navalha de Occam no sentido
de que termos adicionais nao venham a ser desnecessari-
amente adicionados numa transi¢ao da relatividade es-
pecial a geral, estabelecendo que nao se insiram, nessa
transicao, termos que contenham o tensor de curvatura
de Riemann [ndo se insiram de forma deliberada, uma
vez que o tensor de energia e momento, pelas Eqs. (253)
e (254), contém o rensor de curvatura através do tensor
e do escalar de Ricci]. Poder-se-ia aqui fazer referéncia
a trivialidade da Eq. (467) como consequéncia da nuli-
dade da derivada covariante do tensor métrico e também
em virtude das identidades contraidas de Bianchi, mas
estamos com o objetivo tacito de manter sempre o senso
heuristico o mais proximamente possivel. Ademais, no
nascedouro epistemoldgico da relatividade geral, pelo
Prof. Einstein, o principio do minimo acoplamento grav-
itacional, ainda que possa ser criticado por alguns, foi
fundamento para a construcao de sua teoria geral da rel-
atividade, constando que desconhecia as identidades de
Bianchi [ver Pais, Abraham, Subtle is the Lord, fls. 222].
Uma vez que a derivada covariante do tensor métrico é
nula [vide obten¢ao da Eq. (100)], podemos contrair am-
bos os lados da Eq. (467) pela métrica gy,, de modo
a podermos inserir a métrica para dentro do operador
derivada covariante:

PV T =Y, (ga,TH) =V, T" =0, (468)

donde obtemos o seguinte critério de conservagao relativo

a coordenada \ =t = 2:
VuT‘; = 8ﬂTﬂt + F“V#T'jt — Fl’tuT”l, =0, (469)
em virtude da Eq. (39). Assim:
TM)\ = g)\uTuV
= g [(p+p) 3505 — pg"”]
= (p+D)3h059n — PIrwg"”
= (p+p) 0506 9r — POy
= (p+p)dhgro — poy, (470)



onde se utilizaram as Eqgs. (266) e (297). Concluimos
facilmente a partir da Eq. (470) que:

T, =0, p#v; Ty =p; T, =—p, pe{l;?2;3},

(471)
onde, enfatize-se, T", nao é trago, i.e., ndo tem soma
implicita, sendo somente indices de mesmo valor dentro
do conjunto especificado para componentes puramente
espaciais [poderfamos ter usado indices latinos, mas o
contexto estd clarfssimo]. Concluimos facilmente a par-
tir das Egs. de (268) até (280), conforme necessério
para as componentes da conexao a serem aplicadas a Eq.
(469), bem como a partir da Eq. (471), também conforme
necessdrio & aplicacao na Eq. (469):

VT = VoT% + V1T + VoT?% + V3T3 =0, (472)
que:

VoT% = 8T% + 9T — T,

= 9yT%
Ip
= - 473
5 (473)
v\ T,y = o7, +TL, 1% — T, T,
= F(1)1T00 - F(lJlTll = Fél (Too - T11)
a(t)
ey _— N 474
alh) (p+p); (474)
VoT?% = 0,T% +T2,T% —T5,T?,
= FSQTOO - F32T2 = FgQ (Too - T22)
a(t)
fry _— N 475
@ P (475)
VaT% = 8T + 53T — T T°,
= F83T00 - FED’)?,T33 = Fg?, (TOO - T33)
alt
= D ). (476)

a(t)
Aplicando as Eqs. (473), (474), (475) e (476) a Eq. (472):

ap a(t)
wo_ 9P WY —
vV, T t+3 0 (p+p) =0.

(477)
Como as Egs. de (268) até (280) foram obtidas em
unidades naturais, aplicamos as transformacoes dadas
pelas Eqs. (439) e (440) & Eq. (477), sendo que a den-
sidade de energia e a pressao passam a ser dadas pelas
Egs. (458) e (459), sendo novamente renomeadas para
p e para p, respectivamente, para que escrevamos, em
unidades fisicas usuais, i.e., encontramos trivialmente [o
fator comum ¢ que aparece em virtude da transformagao
dada pela Eq. (439), quando aplicada & Eq. (477), desa-
parecera ao multiplicarmos ambos os lados da Eq. trans-
formada por ¢J:

0 I (P _
o (p+p)+35(p+p+p+p) =0,

e i (478)
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onde incorporamos a constante j definida pela Eq. (456)
sob o sinal de derivacao, uma vez que em nada altera a
Eq. (478), bem como a soma, p + p = 0, definida pela
Eq. (457), que também nao alterra a Eq. (478).

A Eq. (478) é a primeira lei da termodinamica aplicada
ao substrato cosmoldgico (incluindo o vécuo), aplicada
a um domfinio de comprimento radial magnificado R(t)
num instante ¢, uma vez que, qualquer que seja a geome-
tria, num fatiamento espacial a t constante do substrato
cosmoldgico [numa t-hipersuperficie de simultaneidade],
um tal dominio magnificado tera volume a(k) [R(t)]*,
densidade [p(t) + p] [11] e energia [p(t) + 5] a(k) [R(£)]*,
implicando que dE + pdV = 0 torna-se a Eq. (478).
a(k) é a constante que depende da geometria (aberta,
k = —1; plana, k = 0; fechada, k¥ = 1) para fornecer
a expressao correta para o voume do dominio men-
cionado pertencente a um t-fatiamento do substrato cos-
mologico. Tais dominios estao centrados em uma origem
arbitraria pertencente a um fatiamento considerado, uma
vez que, em virtude de homogeneidade, ha arbitrariedade
possivel para a escolha de uma origem, i.e., qualquer
origem em um t-fatiamento é equivalente a qualquer
outra, bem como sendo isotropicamente tridimensional
um tal dominio em virtude de isotropia. Ass

Finda-se aqui esta breve digressao sobre os objetos
matematicos e conceitos basicos relacionados a relativi-
dade geral, necessarios a andlise que ensejou um novo
modelo cosmolégico dentro da cosmologia relativistica.
Passemos agora a solugdo proposta que se encontra no
seguimento, desenvolvida nos artigos anexos, assim como
outros desenvolvimentos pertinentes.
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We solve the general relativity (GR) field equations under the cosmological scope via
one extra postulate. The plausibility of the postulate resides within the Heisenberg in-
determinacy principle, being heuristically analysed throughout the appendix. Under
this approach, a negative energy density may provide the positive energy content of
the universe via fluctuation, since the question of conservation of energy in cosmol-
ogy is weakened, supported by the known lack of scope of the Noether’s theorem in
cosmology. The initial condition of the primordial universe turns out to have a natural
cutoff such that the temperature of the cosmological substratum converges to the ab-
solute zero, instead of the established divergence at the very beginning. The adopted
postulate provides an explanation for the cosmological dark energy open question. The
solution agrees with cosmological observations, including a 2.7K CMBT prediction.

1 Revisiting the Theoretical Assumptions

The study of the dynamics of the entire universe is known as
Cosmology [1-3]. The inherent simplicity in the mathemati-
cal treatment of the Cosmology, although the entire universe
must be under analysis, should be recognized as being due
to Copernicus. Indeed, since the primordial idea permeating
the principle upon which the simplicity arises is just an exten-
sion of the copernican revolution*: the cosmological princi-
ple. This extension, the cosmological principle, just assever-
ates we are not in any sense at a privileged position in our uni-
verse, implying that the average large enough scale’ spatial
properties of the physical universe are the same from point
to point at a given cosmological instant. Putting these in a
mathematical jargon, one says that the large enough scale spa-
tial geometry at a given cosmological instant ¢ is exactly the
same in spite of the position of the observer at some point be-
longing to this #-sliced three-dimensional universe or, equiv-
alently, that the spatial part of the line element of the entire
universe is the same for all observers. Hence, the simplic-
ity referred above arises from the very two principal aspects
logically encrusted in the manner one states the cosmological
principle:

o The lack of a privileged physical description of the uni-
verse at a r-sliced large enough scale = large enough
scale = one neglects all kind of known physical inter-
actions that are unimportant on the large enough scales
= remains gravity;

o The lack of a privileged physical description of the uni-
verse at a -sliced large enough scale = large enough
scale = one neglects local irregularities of a global -
sliced substratum representing the ¢-sliced universe ¥

*Copernicus told us that the Earth is not the center of our planetary sys-
tem, namely the solar system, pushing down the historical button leading to
the collapse of the established anthropocentric status quo.

fOne must understand large enough scale as being that of cluster of
galaxies.
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cosmological instants ¢t = substratum modelled as a
fluid without #-sliced spatially localized irregularities
= homogeneous and isotropic z-sliced* fluid.

One shall verify the t-local characteristic of the the cos-
mological principle, i.e., that non-privileged description does
not necessarily hold on the global time evolution of that #-
sliced spacelike hypersurfaces. In other words, two of such
t-sliced hypersurfaces at different instants would not preserve
the same aspect, as experimentally asseverated by the expan-
sion of the universe. Hence, some further assumption must
be made regarding the time evolution of the points belonging
to the #-sliced spacelike hypersurfaces:

e The particles of the cosmological fluid are encrusted in
spacetime on a congruence of timelike geodesics from
a point in the past, i.e., the substratum is modelled as a
perfect fluid.

Hence, the following theoretical ingredients are available
regarding the above way in which one mathematically con-
struct a cosmological model:

Gravity modeled by Einstein’s General Relativity field
equations (in natural units):

Gy — Agyy = 81Ty, (D

Homogeneity is mathematically translated
by means of a geometry (metric) that is the same from point
to point, spatially speaking. Isotropy is mathematically trans-
lated by means of a lack of privileged directions, also spatially
speaking. These two characteristics easily allow one to con-
sider spaces equipped with constant curvature K. From a dif-
ferential geometry theorem, Schur’s, a n-dimensional space
R", n > 3, in which a n-neighbourhood has isotropy Y points

*One shall rigorously attempt to the fact: the isotropy and homogeneity
are 7-sliced referred, i.e., these two properties logically emerging from the
cosmological principle hold upon the entire fluid at #, holding spatially at ¢,
i.e., homogeneity and isotropy are spatial properties of the fluid. Regarding
the time, one observer can be at an own proper 7-geodesic. . .
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belonging to it, has constant curvature K throughout 5. Since
we are considering, spatially, global isotropy, then K is con-
stant everywhere. Hence, one defines the Riemann tensor:

Raped = K(gacgbd - gadgbc) P (2)

spatially speaking.

As indicated before, homogeneity and isotropy are spatial
properties of the geometry. Time evolution, e.g.: expansion,
can be conformally agreed with these two spatial properties
logically emerging from the cosmological principle in terms
of Gaussian normal coordinates. Mathematically, the space-
time cosmological metric has the form:

ds? = di* — [a(D])* do>. 3)
Since spatial coordinates for a spatially fixed observer do not
change, ds* = d* = g, = 1.

Regarding the spatial part of the line element, the
Schwarzschild metric is spherically symmetric, a guide to our
purposes. From the Scharzschild metric (signature + — — —):

“

ds* = 2d? — 2O — 2de? — ¥ sin® 0d¢2,

one easily writes down the spatial part of the spacetime cos-
mological metric:

do? = e¥dr? + 2de* + * sin 0 dg’. (5)
One straightforwardly goes through the tedious calculation

of the Christoffel symbols and the components of the Ricci
tensor, finding:
1

1-Kr? ©
Absorbing constants® by the scale factor in eqn. (3), one nor-
malizes the curvature constant K, namely k € {—1; 0; +1}.
Hence, the cosmological spacetime metric turns out to be in
the canonical form:

210

dr?

kr?

ds® = di* — [a()]? (1

+ r2d6* + r? sin? 9d¢2). (7)
Now, regarding the fluid substratum, one sets in co-moving
coordinates (dt/dt = 1, u" = (1; 0; 0; 0)):

T",=0, u#v; Toozp; T",=-p, forpefl;2;3} (8)

since the particles in the fluid are clusters of galaxies falling
together with small averaged relative velocities compared
with the cosmological dynamics, where the substratum turns
out to be averaged described by an average substratum den-
sity p and by an average substratum pressure p.

The Einstein tensor in eqn. (1), G, is related to the Ricci
tensor R, = R 4y (the metric contraction of the curvature

o
tensor (Riemann tensor)), to the Ricci scalar R = R* u (the

*Defining r’ = V|K]r, one straightforwardly goes through. ..
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metric contraction of the Ricci tensor) and to the metric gy,
itself:

1
Gyv = Ryv - 5 Rgpv- )
The curvature tensor R?, . is obtained via a metric connec-
tion, the Christoffel I" “ﬁ 5 Symbols in our case of non-torsional
manifold:

R 5= 0y[5 = 051, + T s, — T T, (10)
where the metric connection is obtained, in the present case,
from the Robertson-Walker cosmological spacetime geome-
try given by eqn. (7) (from which one straightforwardly ob-
tains the metric coefficients of the diagonal metric tensor in
the desired covariant or contravariant representations) via:

6
Ty = " oy (1n
being the metric connection (Christoffel symbols) of the first
kind I'sg, given by:

_ 1 (0gp,

0gys  0gsp
r(;ﬁy = E W + . (12)

P ox

These set of assumptions under such mathematical apparatus
lead one to the tedious, but straightforward, derivation, via
eqn. (1), of the ordinary differential cosmological equations
emerging from the relation between the Einstein’s tensor, G,
the Robertson-Walker spacetime cosmological metric of the
present case, gy, via eqn. (7), and the stress-energy tensor, T},

via metric contraction of the eqn. (8) (signature + — — —):
R +kc* 871G
——=——(p+p); 13
R 32 PP 13)
2RR + R? + kc? 871G B
= (P (14)
c

where we are incorporating the cosmological constant A
through the energy density and the pressure of the vacuum:
p and p, respectively. One also must infer we are no more
working with natural units. The scale factor becomes R(?),
and one must interpret it as the magnification length scale of
the cosmological dynamics, since R(f) turns out to be length.
This measures how an unitary length of the pervading cos-
mological substratum at 7y becomes stretched as the universe
goes through a time evolution from £y to #. One should not
literally interpret it as an increase of the distance between
two points, e.g., in a case of expansion, a stretched station-
ary wavelength connecting two cosmological points at a -
sliced spacelike substratum would remain stationarily con-
necting the very same two points after the stretched evolu-
tion to the respective -sliced spacelike substratum, but less
energetically.
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inni O*AR,R O*AR,R)  AR,R .
2 A Cold Beginning? ( ) —2k - ( ‘ ) _ ( ) —2R. (23)
OR OR OR OR OR OR

Applying the following conservation criteria:

V. TY, =8, T", + T, T", - ", T", = 0, (15)
one finds via the diagonal stress-energy tensor (see eqn. (8)),
the metric connection (see eqs. (11) and (12)) and the space-
time cosmological geometry of the present case (eqn. (7)):

S P +Inpaptp D=0 (6
t R

eqn. (16) is the first law of thermodynamics applied to
our substratum (including vacuum), since, despite of geome-
try, a spatial slice of the substratum has volume (k) [R(DT,
density (p(r) + p)* and energy (o(r) + p) a(k) [R()]*, imply-
ing that dE + pdV = 0 turns out to be eqn. (16). a(k) is the
constant that depends on geometry (open, k = —1; flat, k = 0;
closed, k = 1) to give the correct volume expression of the
mentioned spatial slice of the #-sliced cosmological substra-
tum.

Now, we go further, considering the early universe as be-
ing dominated by radiation. In the ultrarelativistic limit, the
equation of state is given by:

p—-3p=0. a7
Putting this equation of state in eqn. (16) and integrating, one
obtains the substratum pressure as a function of the magnifi-
cation scale R:
(o4 +

y e C
4RI+ Inllpll = €' = lIpl = 27 = p =77,

(18)
where C* > 0 is a constant of integration. In virtue of eqn.
(18), eqn. (14) is rewritten in a total differential form:

.
2RRAR + (R2 +k* + g o
2 R?

872G
+ ZpR)dr = 0. (19)
C

Indeed, eqn. (19) is a total differential of a constant A(R, R) =
constant:

6/1(R‘, R) dR + 0A(R,R) JR =

dAR,R) = 0, 20
®R) OR OR 20)
since:
R,R . 2AR, R .
[M(—.’) =2RR = GL’.) =2R; 1)
OR OROR
0AR,R) s , 8GC* 8rG _ ,
R =R +kc ic_zﬁ-’__sz = (22)

*One shall remember the cosmological principle: on average, for large
enough scales, at t-sliced substratum, the universe has the same aspect in
spite of the spatial localization of the observer in the t-slice = p = p(?).
Also, since A is constant, p and p are constants such that p + p = 0.
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Integrating, one has:

f OAR,R) = f 2RRAR = 2R f RAR+K{R) .. (24
A(R,R) = RR*> + h(R), (25)
where A(R) is a function of R. From egs. (22) and (25):
0 . n , 8GC* 8rG _ ,
6—R/1(R,R)=R + ke i?ﬁ TPR B4
817G C*  8nG
_ 2 =2 .
8q1G C*  8nG
— 2p — ~p3
Putting this result from eqn. (27) in eqn. (25):
. . 8nG C* 8rnG
AR, R) = RR2+k*RF 52 = + S 5R3 = constant (28)
2 R 3

is the general solution of the total differential equation eqn.
(19). Dividing both sides of eqn. (28) by R* # 0:

AR,R)  R*+k* _81GC* 8aG

R3 R 2R3 P 29
using the eqn. (13), one obtains:
AR,R) 881G (p C*\ 8aG _ _
AR, R) = constant = 0, a3

in virtue of eqns. (17), (18) and p + p = O for the back-
ground vacuum. Of course, the same result is obtained from
eqn. (13), since this equation is a constant of movement of
eqn. (14), being eqn. (16) the connection between the two.
Neglecting the vacuum contribution in relation to the ultrarel-
ativistic substratum, one turns back to the eqn. (28), set the
initial condition R = Ry, R = 0, at ¢ = 0, obtaining for the
substratum pressure:
RS
pR) = kgnGR47

and for the magnification scale velocity:

(32)

(33)

Now, robustness’ requires an open universe with k = —1.
Hence, the locally flat substratum energy is given by*:

2GE]

E* = —47R°p(R) = Ry = ——— =,
kc*

(34)

For, R? € R in eqn. (33) with R > Ry.
#The Hawking-Ellis dominant energy condition giving the positive en-
ergy, albeit the expansion dynamics obtained via eqn. (32).
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in virtue of eqn. (32) and the initial condition E* = E,
R = Ry at t = 0. Returning to eqn. (33), one obtains the
magnification scale velocity:

(35)

giving R — ¢ as R — oo. Rewriting eqn. (35), one obtains
the dynamical Schwarzchild horizon:

r. 20 Ej
ct 1/1 _Rz/cz'

We will not use the eqn. (34) (now you should read the ap-
pendix to follow the following argument) to obtain the en-
ergy from the energy density and volume for ¢ # 0, since we
do not handle very well the question of the conservation of
energy in cosmology caused by an inherent lack of applica-
tion of the Noether’s theorem. In virtue of the adopted initial
conditions, an initial uncertainty Ry related to the initial spa-
tial position of an arbitrary origin will be translated to a huge
uncertainty R at the actual epoch. Indeed, one never knows
the truth about the original position of the origin, hence the
uncertainty grows as the universe enlarge. The primordial
energy from which the actual energy of the universe came
from was taken as Ej at the beginning. This amount of en-
ergy is to be transformed over the universe evolution, giv-
ing the present amount of the universe, i.e., the energy of an
actual epoch t-sliced hypersurface of simultaneity. But this
energy at each instant ¢ of the cosmological evolution turns
out to be the transformed primordial indeterminacy E, since
Ej is to be obtained via the Heisenberg indeterminacy prin-
ciple. In other words, we argue that the energetic content
of the universe at any epoch is given by the inherent inde-
terminacy caused by the primordial indeterminacy. At any
epoch, one may consider a copy of all points pertaining to the
same hypersurface of simultaneity but at rest, i.e., an instan-
taneous non-expanding copy of the expanding instantaneous
hypersurface of simultaneity. Related to an actual R indeter-
minacy of an origin in virtue of its primordial Ry indetermi-
nacy, one has the possibility of an alternative shifted origin
at R. This shifted origin expands with R in relation to that
non-expanding instantaneous copy of the universe at ¢. Since
the primordial origin was considered to encapsulate the pri-
mordial energy E;, this energy at the shifted likely alternative

origin should be E} / /1 — R?/c2, since, at R, a point expands
with R in relation to its non-expanding copy. We postulate:

(36)

e The actual energy content of the universe is a conse-
quence of the increasing indeterminacy of the primor-
dial era. Any origin of a co-moving reference frame
within the cosmological substratum has an inherent in-
determinacy. Hence, the indeterminacy of the energy
content of the universe may create the impression that

Armando V.D.B. Assis. On the Cold Big Bang Cosmology

the universe has not enough energy, raising illusions
as dark energy and dark matter speculations. In other
words, since the original source of energy emerges as
an indeterminacy, we postulate this indeterminacy con-
tinues being the energy content of the observational

universe: 0E(f) = E* (1) = Ej/ V1= R2/c2.

This result is compatible with the Einstein field equations.
The compatibility is discussed within the appendix. In virtue
of this interpretation, eqn. (36) has the aspect of the Schwarz-
child radius, hence the above designation. The f-instantan-
eous locally flat spreading out rate of dynamical energy at
t-sliced substratum is given by the summation over the v-
photonic frequencies:

E+

o d 0
R— —_— =
dR[Jl _Rz/cz]

8m2R%h f 0 v p 87T6k‘}_f;R2
T2y expUolksT) - 17T 1503

where kp is the Boltzmann constant, / the Planck constant and
T the supposed rapid thermodynamically equilibrated ¢-sliced
locally flat instantaneous cosmological substratum tempera-
ture. Now, setting, in virtue of the Heisenberg principle:

T4

(37

E§Ry 64, .2 h
0 +
~h=(E)) = —, 38
c ( 0) 2G (38)
one obtains, in virtue of eqn. (37):
1570 1 2Gh
b 20 1- 22 (39)
16716sz R? A3R?

Hence, the temperature of the cosmological substratum van-
ishes* at t = 0, rapidly reaching the maximum ~ 103?K, and
assintotically decreasing to zero again as t — oo.

Indeed. Ry = R(t = 0) = /2Gh/c3, in virtue of egs. (34)
and (38), giving T*(Ry) = T*(t = 0) = 0. Also, the max-
imum temperature is 7 ~ 10°2K, from eqn. (39), occuring
when R = R, = V3/2Ry = +/3Gh/c3, as one obtains by
dT*/dR = 0 with d’T*/dR* < 0. Below’, one infers these
properties of eqn. (39).

*We argue there is no violation of the third law of thermodynamics, since
one must go from the future to the past when trying to reach the absolute zero,
violating the second law of thermodynamics. At ¢ = 0, one is not reaching
the absolute zero since there is no past before the beginning of the time. To
reach the absolute zero, in an attempt to violate the Nernst principle, one
must go from the past to the future.

"The eqn. (39) is simply rewritten to plot the graph, ie.: T4, =
(5V3c'0n?) / (487°Gk}) and, as obtained before, Ry = v2Gh/c3.
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(T/Tmax)4 = (3 \/§/2) \/1 - 1/x2/x2
1 \

O |
1 2 3
x = R/Ry

Now, one puts the result of eqn. (38) in eqn. (35) and inte-
grates:
!
dr, (40)
0

NN FdR=c
(2Gh/c3)'"* \/R%2 — 2Gh/c

obtaining:

1 [Gh
t=- VR2 = 2Gh/c3 = t(Rypar) = G—S ~10™s, 4D
C

for the elapsed time from ¢ = 0 to the instant in which the sub-
stratum temperature reaches the maximum value 7 ~ 1032 K.
The initial acceleration, namely the explosion/ignition accel-
eration at ¢ = 0 of the substratum is obtained from eqn. (35):

2
i pdk 4G (E) w 26n
" dR T SR R3 T

i
R(R =Ry = V2Gh/c3) = ‘/;E ~ 10 mys2. (43)

An interesting calculation is the extension of the eqn. (39)
formula to predict the actual temperature of the universe.
Since 2Ghc3R™? < 1 for actual stage of the universe, eqn.
(39) is approximately given by:

(42)

s 15T 1 15K 1

O L N (44
167Gk, R 165Gk, T* 9

Also, for actual age of the universe, eqn. (41) is approxi-
mately given by:

_Rw

1568 1
c 167Gk}, T? B
15¢5h3
T2, = | —— ), =532x 102, (K%s).  (46)
\ 165G, (1)

Before going further on, one must remember we are not in
a radiation dominated era. Hence, the left-hand side and the
right-hand side of eqn. (37) must be adapted for this situation.

t (45)
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The left-hand accomplishes the totality of spreading out en-
ergy in virtue of cosmological dynamics. It equals the right-
hand side in an ultrarelativistic scenario. But, as the universe
evolves, the right-hand side becomes a fraction of the totality
of spreading out energy. Rigorously, as the locally flatness
of the #-sliced substratum increases, one multiplies both sides
of eqn. (37) by (4/c) x (1/47R?) and obtains the #-sliced in-
stantaneously spreading out enclosed energy density. Hence
the right-hand side of eqn. (37) turns out to be multiplied by
the ratio between the total cosmological density* p. and the
radiation density p,. Hence, eqn. (46) is rewritten:

[P0 12, = 532 x 107, (K3s).
or

The actual photonic density is p, = 4.7 x 103! kg/m? and the
actual total cosmological density is p. = 1.3 x 10720 kg/m”.
For the reciprocal age of universe, t;ll)w in eqn. (47), one

adopts the Hubble’s constant, for open universe, H = t1:1<1>w =
2.3x 1078571, Hence, by eqn. (47), one estimates the actual

temperature of the universe:

4.7 % 10731
T2 = 1/m><5.32><1020><2.3><10—18 K? . (48)

47)

Tnow = 2.7K, (49)
very close to the CMB temperature.
3 Appendix
From eqns. (17) and (32):
3¢*R2 *R* 1
=3p=--"-"L_ o E,=-—2_, 50
P rw =g r OV
since k = —1; E,, is the energy (negative) obtained from vol-

ume and p. From eqn. (34), Ré = 4G2(Eg)2/08. Hence, eqn.
(50) is rewritten:

2G ;21
Ey=-—3 (E) = 51
With the eqn. (36), we reach:
E,=-Ejy1- R2/c2. (52)

This negative energy arises from the adopted negative pres-
sure solution. But, its fluctuation is positive:
since both, R and SR, are positive within our model (see eqn.

(40)). Let ot be the time interval within this fluctuation pro-
cess. Multiplying both sides of the eqn. (53) by ¢, we obtain:

SE, = (53)

E+
SE, 0t = g

V1 -R?/c?

*Actually, the critical one, since observations asseverate it.

(RsR/c?)ot. (54)

Armando V.D.B. Assis. On the Cold Big Bang Cosmology



April, 2011 PROGRESS IN PHYSICS

Volume 2

The above relation must obey the Heisenberg indeterminacy
principle, and one may equivalently interpret it under the fol-
lowing format:

E+
OE, 6t = ——2—— (51)" ~ h, (55)

An energy indeterminacy having the magnitude of the actual
cosmological energy content carries an indeterminacy 6R =~ c
about the magnification scale velocity R with R ~ c¢. For
such an actual scenario in which R ~ ¢ (see eqn. (35) with
R — o), we have:

E+
Er——_0 (56)

= Ny

if* R = ¢. Now, let’s investigate the primordial time domain
t ~ 0. To see this, we rewrite RSR within the eqn. (54).
Firstly, from eqn. (35):

ot = (61)" = JE,

2p2

. . . CRg
R:c,/l—Rg/R2=>R5R=75R, (57

where Ry = 4/2Gh/c3 as obtained before. Within the primor-
dial time domain ¢ ~ 0, we have R ~ Ry and 6R ~ Ry, as
discussed before. Hence, the eqn. (57) reads:

R6R ~ . (58)
if # ~ 0. Back to the eqn. (54) we obtain again:

Eg
Et=—2V (59

e, = Neyare

if 7 ~ 0. This justify the use of E* = E}/+/1 — R?/c? within
our postulate, emerging from the positive fluctuation of the
negative energy E, obtained from volume and the negative
energy density p stated via the fluid state equation, eqn. (17),
and entering within the field equations.

0t = (61)" = OE,

Acknowledgements

A.V.D.B.A is grateful to Y.H.V.H and CNPq for financial sup-
port.

Submitted on April 10, 2011 / Accepted on April 13, 2011

References
1. Bondi H. Cosmology. Dover Publications, Inc., New York, 2010.

2. Bondi H. Negative mass in General Relativity. Review of Modern
Physics, 1957, v.29 (3), 423-428.

3. Carrol S. Spacetime and Geometry. An Introduction to General Rela-
tivity. Addison Wesley, San Francisco, 2004.

“Eqn. (56) holds from ¢ >107*3 seconds, as one easily verify from
eqn. (35).

Armando V.D.B. Assis. On the Cold Big Bang Cosmology

63



Volume 4

PROGRESS IN PHYSICS

October, 2011

A Note on the Quantization Mechanism within the Cold Big Bang Cosmology

Armando V. D. B. Assis

Departamento de Fisica, Universidade Federal de Santa Catarina — UFSC, Trindade 88040-900, Florianépolis, SC, Brazil.
E-mail: armando.assis @pgfsc.ufsc.br

In my paper [3], I obtain a Cold Big Bang Cosmology, fitting the cosmological data,
with an absolute zero primordial temperature, a natural cutoff for the cosmological data
to a vanishingly small entropy at a singular microstate of a comoving domain of the cos-
mological fluid. This solution resides on a negative pressure solution from the general
relativity field equation and on a postulate regarding a Heisenberg indeterminacy mech-
anism related to the energy fluctuation obtained from the solution of the field equations
under the Robertson-Walker comoving elementar line element context in virtue of the
adoption of the Cosmological Principle. In this paper, we see the, positive, differential
energy fluctuation, purely obtained from the general relativity cosmological solution
in [3], leads to the quantum mechanical argument of the postulate in [3], provided this
energy fluctuation is quantized, strongly supporting the postulate in [3]. I discuss the
postulate in [3], showing the result for the energy fluctuation follows from a discreteness

hypothesis.

1 To the Heisenberg Indeterminacy Relation

Recalling the eqn. (53) in [3], purely derived from the general
relativity field equations under the cosmological context:

E; RS6R
V1 -R?/c? c

the 0E,, given by the eqn. (1), seems to be exclusively valid
when 6R is infinitesimal, since this expression is a first order
expansion term, where we do tacitly suppose the vanishing of
high order terms. But its form will remain valid in a case of
finite variation, as derived is this paper, under the same condi-
tions presented in [3]. The eqn. (1), in terms of indeterminacy,
says:

SE, = (1

e There is an indeterminacy 0E,, at a given ¢, hence at
a given R(t) and R(t), related to a small intetermin-
acy O6R(z).

A given spherical shell within a #-sliced hypersurface of
simultaneity must enclose the following indeterminacy, if the
least possible infinitesimal continuous variation given by the
field equations in [3], eqn.(1) here, presents discreteness, viz.,
if the 6E,, cannot be an infinitesimal in its entire meaning, al-
beit mantaining its very small value, as a vanishingly small
quantity, but reaching a minimum, reaching a discrete quan-
tum of energy fluctuation,

>

The eqn. (2) is obtained from eqn. (1) by the summation
over the simultaneous fluctuations within the spherical shell
(since the quantum minimal energy is a spatially localized
object, and the #-sliced spherical shell, a R(¢)-spherical subset

E*R/c k

ZéR

1—R2/62 t =

OE,), = 2)

of simultaneous cosmological points pertaining to a t-sliced
hypersurface of simultaneity, is full of cosmological substra-
tum), where k denotes a partition, k fundamental fluctuating
pieces of the simultaneous spacelike spherical shell within a
t-sliced hypersurface. This sum gives the entire fluctuation
within the shell. Since these pieces are within a hypersurface
of simulteneity, they have got the same cosmological instant
t. Hence, they have the same R(f) and the same R(f) (points
within the #-sliced spherical shell cannot have different R(¢),
since R(?) is a one-to-one function R(t) : t — R(¢), and does
not depend on spacelike variables; the ¢-sliced spherical shell
is a set of instantaneous points pertaining to a #-sliced hy-
persurface of simultaneity such that these points are spatially
distributed over an f-instantaneous volume enclosed by a -
instantaneous spherical surface with radius R(?)), the reason
why the summation index / does not take into account the
common factor at the right-hand side of the eqn. (2). From
eqn. (57) in [3], we rewrite the eqn. (2):

k +R2
3)

2 V8) = =, 2(‘5’”’

Now, we reach the total instantaneous fluctuations within
the spherical shell at the cosmological instant 7, a sum of
spacelike localized instantaneous fundamental fluctuations
within the spherical shell, giving the total instantaneous fuc-
tuation within this shell. Being the instantaneous spherical
shell full of cosmological fluid at ¢, at each fundamental posi-
tion within the spherical shell we have got a fundamental en-
ergy fluctuation with its intrinsical and fundamental quantum
Ry = \/2Gh/c3 of indeterminacy [3], an inherent spherically
symmetric indeterminacy at each position within the #-sliced
spacelike shell.
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Hence, the total fluctuation is now quantized:
+p2
oRo

R1-R/2|,

where N, is the number of instantaneous fundamental do-
mains, the number of fundamental fluctuations within the in-
stantaneous spherical shell contained within a #-sliced hyper-
surface of simultaneity. Since R is a fundamental quantum of
local indeterminacy, the same R is common to all the instan-
taneous spacelike points within the shell, the same (6R); = Ry
quantum of fluctuation at its respective point within the #-
instantaneous spherical shell contained in a #-sliced surface
of simultaneity for all the points in this shell, V .* But N, is
given by:

NJE, = N.Ro, )

R3
N = —. 5)
RS
Using the eqn. (5) in the eqn. (4), we obtain:
+
N,6E, = 0 (6)

The eqn. (6) gives the total positive fluctuation whitin the
t-instantaneous spherical shell, the result used in my postu-
late in [3]. Furthermore, comparing the eqns. (1) and (6), we
see the infinitesimal relation given by the eqn. (1) is valid in
the finite fluctuation process given by the eqn. (6), provided
ROR =~ ¢?, a result used in the appendix of [3] to obtain its
eqn. (56).

The Heisenberg indeterminacy principle reads, for the en-
tire fluctuation at a given t:

+
Ejot S h

Ji—Rje 4
The increasing smearing out indeterminacy over the cos-

mological fluid, related to the primordial indeterminacy in
virtue of the Universe expansion as postulated in [3]:

(N:OE,) 6t = )

e The actual energy content of the universe is a conse-
quence of the increasing indeterminacy of the primor-
dial era. Any origin of a comoving reference frame
within the cosmological substratum has an inherent in-
determinacy. Hence, the indeterminacy of the energy
content of the universe may create the impression that
the universe has not enough energy, raising illusions
as dark energy and dark matter speculations. In other
words, since the original source of energy emerges as
an indeterminacy, we postulate this indeterminacy con-
tinues being the energy content of the observational

universe: 0E(t) = E*(t) = Ej/ V1 - R2/c2,
follows from the increasing N;, as one infers from the eqns.
(5) and (7).

*See [3]. We are in a context of validity of the Cosmological Principle.
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In my papers [3] and [4], I obtain a Cold Big Bang Cosmology, fitting the cosmological
data, with an absolute zero primordial temperature, a natural cutoff for the cosmological
data to a vanishingly small entropy at a singular microstate of a comoving domain of the
cosmological fluid. Now, in this brief paper, we show the energy density of the #-sliced
universe must actually be the critical one, following as consequence of the solution
in [3] and [4]. It must be pointed out that the result obtained here in this paper on
the flatness problem does not contradict the solution in [3], viz., does not contradict
the open universe, with k = —1, obtained in [3], since the solution in [3] had negative
pressure and negative total cosmological energy density, hence lesser that the critical
positive density. The critical density we obtain here is due to the positive fluctuations
I previously discussed regarding the Heisenberg mechanism in [4]. Hence, the energy
density due to fluctuation turns out to be positive, the critical one, this being calculated
in [4] from the fluctuations within the #-sliced spherical shell at its #-sliced hypersurface,
being the total energy density that generates the fluctuations, actually, negative in [3]
and [4], hence, again, lesser than the critical one and supporting k = —1. These results

are complementary and support my previous results.

1 Explaining the observed critical energy density for the
cosmological substratum

The proof is straightforward. Recalling the #-sliced spherical
shell defined in [4], we proved its energy at the instant ¢ of the
cosmological time is given by:

E+
N,6E, = E*(f) = —,
V1 -—R2/c?
being the Eq. (6) in [4] and the Egs. (56) and (59) in [3].
From the Eq. (36) in [3], the Eq. (1) is simply rewritten:

ey

E*=—, 2
2G @
from which the energy density of the #-sliced spherical shell
pertaining to its 7-sliced hypersurface of simultaneity, being
full of its #-simultaneous cosmological points of the substra-

tum, turns out to be given by:

3¢t 1
T8GR )

¢*R 3

Pt= 3G 473

Now, once defined the Hubble parameter for the spherical
shell of the #-sliced hypersurface, centered at its comoving
origin, namely H,:

“

one obtains the energy density of the #-sliced spherical shell
pertaining to its #-sliced hypersurface of simultaneity from the
Egs. (3) and (4):
3¢2H? 2
Pr= "8G R

&)

Now, Eq. (35) in [3] shows R very rapidly reaches c. Hence,
the energy density p; of the #-sliced spherical shell pertaining
to its 7-sliced hypersurface of simultaneity actually is the very
critical energy, viz.:

32H?

G ©

Pt = Perit =
very rapidly, and it will continue being the critical energy den-
sity prit forever®. The time domain within which p, deviates
from the critical is ¢ ~ 0, at which it reads:

3¢7

_ ~ 10" 3,
167G2h "

Po @)
provided the energy density p, of the #-sliced spherical shell
being given by the Eq. (3) and with the Ry = +/2Gh/c? ob-
tained in [3]. The Hubble parameter vanishes at = 0 in our
model’.

Universe is initially fine-tuned, naturally, due to its ini-
tially vanished entropy

Under the solution in [3], there is just an unique initial state
for the cosmological substratum with its initial null entropy.
As discussed in [3], Eq. (39), the temperature T of the cosmo-
logical substratum at each comoving domain vanishes at ¢ =
0. Once permeated by radiation, the local entropy turns out
to be proportional to 73, with a local volume V of the #-sliced
substratum proportional to Rg # 0, with Ry = /2Gh/c? as

*It will continue being given by the Eq. (6), but its value tends to vanish,
as one easily infers from the Eq. (3). See [3] and [4].
TSee [3] and [4].
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discussed in [3]. Hence, the initial local entropy, at t = 0, at
each comoving domain reads:

R0k,
Slt:() = WVT = 0, (8)

=0

Hence, the solution in [3] naturally provides the required flat-
ness, given by the Eq. (6) here, with an unique initial con-
dition for the cosmological substratum, the minimal, initially
vanished, entropy.

Conclusion

We conclude the cosmological model obtained in [3] and [4]
provides the critical energy density for the #-sliced spherical
shell pertaining to its #-sliced hypersurface of simultaneity
of the cosmological substratum. One may explain the initial
condition ex post in [3], since the vanished entropy explains
the unicity for the solution in [3]. It is interesting the indeter-
minacy principle turns out to provide such an unicity for the
solution.
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