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The greatest revolution in the number from the d#yRythagoras.

The similarity between quantum mechanics and @swgnetism.

Are we a three-dimensional television show?

These and other fascinating topics are address#tkelguthor in this paper at once popular and
mathematical, which leads us to a world still ldygenexplored.

Are we facing with what is (up to now) the truedaage of Physics?

“Clifford’s algebra — he called it 'geometric algalb— is now well recognized as the natural
algebra for describing physics in 3-space, buagrtt yet caught on in engineering, or even in
standard treatments of electricity and magnetisflua dynamics, where vector analysis with its
ugly cross product still holds sway” (Mark Buchanbliature Physics 7, 442, 2011).

But can physics laws be derived from Clifford algelnd analytic functions? And why?

From simple postulates of geometrical nature (arg&n, which simply precisely define our
language) it seems that we arrive at equationslafivistic dynamics, electromagnetism, fluid
dynamics and quantum mechanics.

Issues covered more or less in depth in this pagemumbers and algebra, the analysis and'the
operator, analytic functions in 3 and 4 dimensidtaxwell's and Dirac equations, analytic
functions in circular waveguides, analytic funcgan four dimensions, i.e. spherical cavity,
Physical Optics and heuristic derivation of the Hypbn spectral lines.

Many disciplines are then influenced by this apphoa a way that the paper often only suggests,
SO as it suggests several areas of future develapme

| mulled over these topics for more than 40 yeams, | then summarized in an unpublished
manuscript dated March 2000, which is almost elgtneported here in his complete even if naive
form.



MANOSCRITTI DI FINE SECOLO

La piu grande rivoluzione del numero dai tempi di Pitagora.

Le analogie fra la meccanica quantistica e Celettromagnetismo.
Siamo uno spettacolo televisivo tridimensionale?

Questi ed altri affascinanti temi sono affrontati dall’ Autore in questa

opera divulgativa e ad un tempo matematica, che ci conduce in un mondo
ancora in parte inesplorato.



MANOSCRITTI DI FINE SECOLO

Questa pubblicazione propone alcuni miei lavosijlitato di studi condotti a partire dagli anni =0
‘80, e riassunti a suo tempo in un manoscrittotddarzo 2000.

Il manoscritto del Marzo 2000 € qui riprodotto gra@mente, comprese le sottolineature, le note a
fondo pagina eccetera.

Ho preferito questa soluzione, lasciando quindhararrori, inesattezze e palesi ingenuita
contenute nel manoscritto, allo scopo di manteleespontaneita dello scritto originale.

Mi sono solo permesso alcuni “minor changes”:

- non ricopiare alcune pesanti parti matematicheeconfinarle in apposite Appendici, per non
appesantire il testo;

- aggiungere qualche nota attuale, riportandola pdondo pagina con la scritta n.d.r.

Giuliano Bettini
Agosto 2011



Prefazione

La piu grande rivoluzione del numero dai tempi iiagora.

Le analogie fra la meccanica quantistica e |'ebatiagnetismo.
Siamo uno spettacolo televisivo tridimensionale?

Questi ed altri affascinanti temi sono affrontatildutore in questa opera divulgativa e ad un
tempo matematica, che ci conduce in un mondo aricgrarte inesplorato [1].

Giuliano Bettini
Marzo 2000



1 — Introduzione

Le idee che butto giu qui spesso non sono le naie di arrivo, ma sono state le mie idee di
partenza. E siccome la cosa ha funzionato, credaiehgiusto talvolta esporre l'iter logico che ho
seguito.

“Tutto € cio che chiamiameampo elettromagnetico”.

Passando ad affermazioni piu concrete il testtatdglle cose che nel seguito tento di descrivere.
Essenzialmente, partendo dalla fine, io ritengorob#e, o tutte, le equazioni veramente
fondamentali della fisica si riducano alla condigali analiticita: quella che conosciamo, sul pjano
estesa a 4 dimensioni. Ma non e tutto. Forse la pasvistosa € la successiva: io ritengo che la
sopradetta condizione di analiticita abbia unadit@iassolutamente generale perché non afferma ...
niente. O, per meglio dire, afferma una cosa “diggevera”, e pertanto e valida sempre. Precisa il
nostro linguaggio

Che cosa € la cosa, “di per sé vera”, che affeentahdizione di analiticita, per cui € sempre vera,
quindi diventa una legge fondamenfale

Il contenuto dal punto di vista epistemologico @&lla condizione di analiticita, é:

“ora descrivero le cose con una funzione dello ispaziel tempo; e non sto scherzando”.

Ci si accorge che si possono ricavare le equaziowiei fluidi, o altre .... di elettricita, coa |
affermazione di prima; o “leggi” .... varie. Perché

La frase “e non sto scherzando” € la frase di fosdgarto da un’unica premessa logica, cioé che
le grandezze che usero sono funzioni dello spadiel mpo, ma sul serio, non per finta ... il
risultato sono le equazioni di Maxwell, o anchedgiazioni dei fluidi, come dicevo prima, o anche
... eccetera eccetera eccetera.

Per essere piu chiari, risulta una unica equazgererale, che ha via via vari sottocasi, giu giu,
fino alle ordinarie equazioni analitiche sul piano.

Questa equazione generale, che € niente altraaatantlizione di analiticita che dicevo prima,
riguarda funzioni a otto componenti; quando sivaral caso del piano le componenti si riducono a
due, cosi come due sono le coordinate sul pianpgMato per fare un esempio, le coordinate
possono essere anche una di spazio e una di techp® @i spazio e una di tempo, eccetera.
Passiamo ad altro.

La gestione matematica (come dice Hestenes “tadpast in a mathematical form”) di queste cose
porta a lavorare dunque con le coordinate di spazictempo.

Siamo oggi abituati a considerare la costanza #ellzcita della luce come un fatto fisico assodato.
Vale a dire: I'accettare oggi una geometria infaail’altro risulti il “modulo al quadrato eguale a
zero” del vettore luce non spaventa pil. E partkedperienza comune. In questo modulo al
guadrato, come si sa, compare il quadrato del tesopal segno meno.

Questo segno meno e gestito con la introduziona dinmaginario.

Orbene, in parole povere, se si identificano gdi apaziali e il tempo con dei vettori unitari
(versori) il risultato finale € il seguente: nasc® matematica fra numeri “immaginari” a otto
componenti, che sono giustappunto quei certi fipiudneri che risultano del tutto adatti a gestire |
otto componenti che dicevo prima. Alcuni, non cortetiui.

Ma, anche qui, c’e di piu.

Da Hamilton in poi, per passare a Dirac, fino atzare a Cambridge, “queste cose sono state
riscoperte piu e piu volte” per dirla con Hesterlesitengo che ci sia un problema di fondo: in una
matematica cosi complicata, € fondamentale travénguaggio adatto. Intendo che esisteranno
varie formulazioni del linguaggio, ma solo queltausta” dara le cose semplici.

(*)
In ogni buon scritto di fisica bisogna usare almana volta la parola “epistemologico” e dire
almeno una volta “dal punto di vista euristico”.




Il problema € ovvio perché siamo noi, uomini, co$tmo linguaggio, che descriviamthe
raccontiamoSe il linguaggio €, oltre che coerente, anchenbuvengono le cose semplici.

lo descrivero il linguaggio buono che a me é riugsdi trovare.

Vedo chiaramente che é simile, o forse uguale]teelfarmulazioni che vedo in giro per Internet,
ma resto nel mio linguaggio per diverse buone ragio

Sono ragioni di tipo diverso, che brevemente ritepgro utile esporre.

Una, é che ci sono abituato.

Un’altra ragione € che .... € una formulazione adaitfgeriti. Preferisco rimanere in una
formulazione familiare (per quanto possibile) anpkei periti, che non convertire il tutto in

spinori, quaternioni, strani spazi, “octonions” eiea.

Fin qui, cio che ho detto equivale ad avere ddeddtgestione matematica di una cosa, che
potremmo chiamare un ‘algebra

Ma, oltre che l'algebra, con questi numeri si g&stj ancora meglio, la analmatematica (ovvero

.. la condizione di analiticita).

C’e di piu.

La visualizzazione geometrica di un “coso” a otbonponenti e la sua comprensione intuitiva (che
io do per scontato debba esistere, altrimentnguiaggio non é quello buono) non sono immediate.
lo non sapevo, ne so, se questa visualizzaziomsg®Esistere. Tuttavia tempo fa mi son detto: se
esiste un campo applicativo in cui il significaicqdesti enti puo essere capito, dev'essere una
situazione in cui gia esistono entita geometriahguésto tipo aventi significato fisico.

E questo campo € I'elettromagnetismo.

Vorrei essere chiaro su questo punto. Ripeto. §karno impadronirci del senso di simboli strani,
non usuali, semplici ma chpotenzialmente possono diventare complicati; ggiamo

visualizzarli; se vogliamo essere certi di aveosdto la simbologia giusta, se .... eccetera ... ,
dobbiamo trovare un campo di applicazione noto. ¥&uamo L’'unico campo di applicazione che
(“stranamente”) gia c’e e I'elettromagnetismo.

Cosa intendo?

Nell’elettromagnetismo abbiamo gia sei componergiglettriche e tre magnetiche. Applicando i
numeri a otto componenti alle sei componenti dieliteomagnetismo il risultato € il seguente: si
trovano cose giuste, cose chiare. In piu, si tdhale altre due componenti possono giustificare la
carica e, dico io, le particelle elementari.

Veniamo quindi, infine, ad un altro argomento ckedalivo, che € relativo, fra le altre cose, alle
equazioni di Dirac. La affermazione che “tutto enpa elettromagnetico” comporta, fra le altre
cose, giustificare e descrivere in termini di carefeitromagnetico la carica, la massa, ..... e non
ultimo, I'elettrone.

Dico subito che io non ci sono riuscito (*). Tuti@ho delle idee; le quali non possono, fra I'gltro
che passare per una reinterpretazione della meecguoantistica.

Per essere molto breve e sintetico le equazioRirdc, dico, dovrebbero in realta ridursi alle
equazioni di Maxwell, e di converso il campo elattiagnetico dovrebbe mostrarsi adatto a
descrivere le particelle dotate di carica e di masda meccanica quantistica dovrebbe ridursi a
quella cosa che si chiama "teoria dei segnali déisoasia dei segnali per i quali non é nota Isefa

e se ne studia solo lo spet¥¥*. Ebbene? Ebbene per tutto cio nel testo io honaultati che
ritengo in questa direzione. E quindi esporro duestltati.

Cio verra fatto soprattutto negli ultimi capitoliidenziando via via i punti fermi ai quali sono
arrivato. Essi sono i seguenti. La equazione da®puo essere fatta coincidere con le equazioni di
Maxwell. Le otto componenti (due spinori a quattomponenti) della funzione d’onda di Dirac
possono essere fatte coincidere con le componentathpo di Maxwell, assumendo cosi un
significato. Si puo peraltro fare un esercizio @uakchiedersi: che cosa sarebbe successo se invece

(*)

Vecchio sogno di molti fisici, poi escluso




avessi voluto rappresentare i segnali radar inggdidnda con una “equazione di Dirac”?

Il risultato e che i pacchetti d’onde radar possefiettivamente essere descritti con una equazione
di Dirac, o di Klein Gordon, dotati di massa, edetienti alle equazioni della meccanica. E questo
uno dei risultati che ritengo piu significativo,cire se peraltro ovvio.

Esistono via via tutta una serie di risultati asoes che io non ritengo avvengano per caso, ma
proprio perché stiamo gestendo e descrivendo $aatealta di fondo.

Un critico potrebbe definirle senz’altro delle sditipanalogie, non posso resistere dal citare la
massima, credo cinese, o indiana. “quando il saiggica la luna, lo stolto vede il dito”.

E certamente importante che il lavoro vada appmifonStranamente tutto il mondo
elettromagnetico sembra disinteressarsene. Ma erienge, ed € importante per
I'elettromagnetismo e forse ancor di piu per Ieipalle elementari. Se le particelle hanno
veramente una base elettromagnetica io penso ahéwoni elettromagnetici possano cavarci le
gambe. Occorre una buona base di conoscenze sidie djonda, le cavita, i modi in guida, la
polarizzazione, i segnali complessi, la teoriasggjnali, e anche, direi, la teoria dei circuitir(e

la equazione di Dirac pud essere anche rappreaamatuna introduzione, nelle equazioni di
Maxwell, di capacita e induttanze locali. Questmeéaltro risultato interessante che mi riservo di
esporre).

A conclusione vorrei riassumere le idee di fonde sono due, anzi tre, di cui una non mi interessa
di per sé.

La prima e la riformulazione dell’elettromagnetismdello studio dei fluidi etc. etc. con I'algebra
di Clifford, che potrebbe anche portare a nuove i@ nuova comprensione.

Questa non mi interessa di per s€; anche se stpdoposito, in USA, se esistessero e fossero
portatori di risultati, ad esempio fasci per imgeqilitari, sarebbero segreti.

Le altre due idee invece sono le seguenti.

La prima riguarda la possibilita che effettivametiecose stiano cosi, perché non stiamo
affermando niente”. Ripeto che un buon linguagg@amente universale, e leggi veramente
universali, avrebbero buona probabilita di esdeséafossero “di per sé vere”.

Mi sembra che le cose stiano proprio cosi.

La seconda idea é piu filosofica.

lo mi sono fatto la convinzione, dalle Upanisad aeivare a Schroedinger e, forse, Hestenes, che
molti abbiano pensato ad una vibrazione univefgdlédAnche oggi, su Internet, legioni di persone
ne parlano, in modo piu o meno esplicito. Fra quaktuni probabilmente pensano al campo
elettromagnetico.

Naturalmente il problema €, ammesso che sia vedobstrarlo. Il problema e trovare formule. E
trovare persone che ci lavorano, che siano scigm®zieon mistici. Inoltre va considerato
attentamente I'impatto conseguente, per il quada@molte persone serie che anche ne fossero
convinte temono di perdere la faccia (*).

Se si riuscisse per caso a dimostrare le basi@ienetiche delle particelle elementari,
praticamente 'umanita sarebbe ad una svolta. Teiéfermazioni, dalle Upanisad in poi, che
“tutto € Uno”, e cose simili, diventerebbero ... atid. Si potrebbe ragionevolmente ipotizzare la
modulazione di segnali tale ... da ottenere mat@u#i noi diventeremmo un gigantesco
spettacolo televisivo tridimensionale, con qualcahe ha in mano il telecomando. Non riesco
nemmeno a pensare I'impatto sulle religioni. Tigtbasi filosofiche della cosiddetta “logica
guantistica” andrebbero a carte quarantotto. losdfia ripartirebbe da zero..

Per queste ragioni, io credo, Schroedinger ha @lie affermazioni in proposito, ma molto timide,
e quelle poche sono bastate perché fosse messutdaesbeffeggiato. Tuttavia, sempre come
diceva in analoga occasione Schroedinger “bisogna ghe qualcuno abbia il coraggio di
lavorarci, a costo di farsi ridere dietro”. lo coeche un lavoro in questa direzione, su questegpot

(*)

Anche perché esistono, come € noto, varie “dimpistnd’ e ragioni per cui cid noa possibile.




di lavoro, vaddatto. In ogni caso , sicuramente, si approforiabieel’'uso di uno strumento
matematico nuovo che si sta dimostrando, in tittwondo (*), estremamente adatto a riformulare
la fisica matematica che, io credo, dovrebbe essere preso in pugyipbalettromagnetici per poter
essere capito a fondo in combutta con i matematitimenti, questi ultimi vanno per conto loro.
(Esistono anche possibili applicazioni, per edomgludio dei fluidi; che tuttavia non so appreezar
a fondo).

Una delle cose poi che ritengo fondamentale e oheetrato di evidenziare nel testo, € che non
bisogna partire dalle basi dell’algebra di Cliffedlelle funzioni analitiche gia di per sé compkca
in quanto nuove, per andare all'in@lgebra di Lie, simmetria SU(4), “spin groupst.gima venire
all'ingiu, cioe capire i significati nei casi semplici

Quello che so per certoche, fra non molti anni, tutta la fisica mateogtnonché i campi
elettromagnetici, nonché la matematica elemensafaranno_cosi

(Non soqualesimbologia verra di moda, come avvenne con Gibbgdra).

Gli argomenti dei successivi paragrafi o capitoh i seguenti:

2 — Il numero e l'algebra

3 — L’analisi e I'operatoré*

4 — Le funzioni analitiche in 3 e 4 dimensioni

5 — Le equazioni di Maxwell

6 — L'equazione di Dirac

7 — Le equazioni di Maxwell e di Dirac a confronto

8 — Le guide d’onda

9 — Le funzioni analitiche in guida circolare

10 — Disegno delle soluzioni “cariche” in guidacalare

11 — Soluzioni analitiche in 4D, ovvero cavita gfee

12 — Ottica fisica e derivazione euristica deltgha spettrali dell’atomo

13 — Considerazioni sulla costante di struttura fin

14 - Conclusione

15 — Appendici(**)

(*)
In pochi luoghi in verita. E talvolta ho I'impressie che coloro che lo fanno siano trattati come
eretici. In piu, non sono esperti di elettromagmab.

(**)
Ho aggiunto il paragrafo Appendici nella ediziotiwale (n.d.r.).



1 — Il numero e l'algebra

Partiamo dalla usuale simbologia tridimensionale:

ny
P

/0 ;
k i
/

doveti j k sono i versori degli assi. Un punto P & rappresenta un vettore

e —

T
OP =X

con

X =xi+yj+zk
Il modulo, cioé la misura di OP, e dato da

OP? =% -%=x%+y%+ z?
Semplifichiamo un po’ le cose trattando siaeccetera, chg eccetera, come fossero numeri
gualunque, tralasciando quindi il simboipdi prodotto interno ex) di prodotto esterno e
scrivendo come fossero numeri:
X% = (xt+ yj + zk)(xt + yj + zk) = x%i8 + xyif + etc + yxji + y?jj + etc

e con le regolei? = j2 = k? = 1 e con l'altra regoldj = —ji eccetera otteniamo per I'appunto:

XX =x*+y%*+ 22
Si noti bene, in proposito della regéfa= —Ji, il suo significato ovvio e la sua particolariiza un
lato siamo condotti intuitivamente a consideraggddotto fral e j come .... un prodotto esterno
(I'unico possibile fra e j che sono a 90° fra loro). E quindi, siamo anchedotti a considerare
naturale la regola che essendo come abbiamo seletioe

AN

yj=

sia pure
ji=—k

ossia per I'appunto come ipotizzato il prodottoaiicommutativo:
ij=—-ji

D’altro canto, norscriveremo pid assolutamenfje= k, ma scriveremo chg .... & uguale ... & e
lo lasceremo scritto cosi (* vedi Nota finale).
Riassumendo assumiamo come giustificate dall'iminiz nonché dotate di un preciso significato
geometrico le regole:

P4jr+kr=1

~

>

= —ji

) X
Il

5‘0) :«:))

—> o~

che considereremo regole fra numeri.

E’ importante notare questa semplificazione, cio mon abbiamo alcun bisogno di trattare
eccetera come versori o di distinguere il prodwiterno ¢) o il prodotto esternax), bensi li

trattiamo come fossero numeri qualsiasi. (La regolesseguente che pero siano anticommutativi, €
giustificata intuitivamente).



Poiché siamo nell’anno 2000 ed € ormai comune sajier
x2+y*+2z2—-c*t?=0
(relativita) possiamo introdurre il tempo nellarfa
T=ct
e un 4° asse “tempo” con un suo versbr&e assumiamB? = —1 e continuiamo anche péra
mantenere la anticommutativita con tutti i simboli
iT=-Ti
eccetera, otteniamo in 4 dimensioniZiohe si generalizza codi:= xi + yj + zk + T e:
OP? = XX = x2 + y? + z? — 12
come si voleva.
Trattandosi di numeri, possiamo moltiplicarli inttu modi possibili ed abbiamo:
111§ k TIij ik iT jk jT kT /ijk 3T jkT ikT IijkT
1+4+6 +4+1= 16 diversi numeri che potremmo dirdititiscono un’algebr# fatta di_scalari
vettori bivettoritrivettori e quadrivettoji L'algebra é chiusa nel senso che per prodottinrmaane
in sé stessa. Tuttavia esiste un'importante pdatiita:
- la sub-algebra pari & chiusa;
- la sub-algebra dispari no.
Ossia se prendiamo solo i numeri della sub-algparia(scalare 1, i bivettori e il quadrivettore
ijkT) otteniamo 8 numeri che costituiscono una subbatyehe rimane chiusa in sé stessa
(pari x pari = pari). Si noti bene che, gia da temon stiamo piu parlando di regole introdotte ad-
hoc, ma solo di conseguenze della ipotesi inimdliitive.. Per esempio implicitamente si sanno
fare le_divisionj perché una qualunque cosa, eseriypiliviso per qualunque altra, esempio

(cioé: moltiplicata per l'inverso ) é:

In generale, non c’e bisogno di ricordare nessamticolare metodologia. Basta scrivere. E
rispettare la anticommutativita.

Facciamo a questo punto una digressione sul piamali introdurre i numeri complessi in 4D.
Sul piano definiama = ix.

i1
p X=xt+y

0 _i:x

z=1x=1(xi+y)) =x+1ijy

cioé anché& =iz
E come se avessimo cercato quel nunzeiade che moltiplicato perforniscex. Oppure , se Si
vuole, € come se avessimo “misurétaspetto alla grandezZaassunta come unita di misura”
(facendo cioé il rapporto fraeft).
Non c’é bisogno di nessuna ulteriore regola o siodia giacché chiamandql'usuale
immaginario) il numero o bivettorig, troviamo automaticamente che:
z=x+1iy i2=-1
La corrispondenza = iX¥ 0 X = iz & una corrispondenza uno a uno fra i vettoririieri
complessi” del piano.



E tuttavia chiarito il significato di = ij che & il “bivettore ortogonale al piarg”. Analogamente
per gli altri piani.
Bene. Senza passaggi intermedi possiamo direttarpastare a 4 dimensioni e definire ancora lo
stesso tipo di interdipendenza fra
%X =0P =xi+yj+zk +T
e x “riferito all'asse reale 1" cioé:
z=1x
z = 1x + ijy + tkz + iTt
z=x+iy+jz+Tt

con:
i?=j%=-1
T? = +1
ij = —ji
iT = —Ti

eccetera. Come si vede le regole sono: anticommonifra tutti gli indici; quadrato -1 fra gli
immaginarii, j etc. e quadrato +1 per 'immaginafioAncora,_ queste non sono nuove regoia
puntuale anche se noiosa applicazione delle regulgive iniziali.
(Riconosco che a questo punto c’e un po’ di amhbéguélla mia simbologia, causa l'usoidi j,j e
T,T. Tuttavia ho preferito fare cosi per mantenere due usisinva
- uno, l'uso dii j k come versori degli assiy z;
- l'altro, I'uso del simbold come immaginaria = x + iy che ho dovuto necessariamente
estendere agli altri immaginari .... chiamandolij.eT.
Una ulteriore ambiguita e che talvolta user@ome “coordinata “ e talvoltaz comez = x + iy o
z = x + iy + jz. Tuttavia tutte queste ambiguita risultano cheadial contesto).
Volendo mantenere anche la regola che sul ptiandé il modulola| o |z| e la regoldab| = |al|b|
z*z = zz" = x* +y?
si constata che il modulo va definito cosi:
(ab)* = b*a* e i*=—i j*=—j T*=-T
Questo e tutto.
| simboli 1 ij ik jk (ovvero 1i j ji) si osserva che hanno le proprieta corrispondeéti
simboli di Hamilton dei quaternioni. Cosi pure espono ritrovare altre corrispondenze che non mi
interessano. Cio che e importante € quanto segue.
Con i simboli_real€1) e immaginar{i j T) nasce un ‘algebra a 8 simboli
1i j T.ij iT jT ijT
che per come € nata constatiamo composta di Irecélaivettori e un quadrivettore; ma anche
“numeri”, cioe:
- € un corpo numerico chiuslh numeri (“complessi”)
(complessi, ma estremamente reali, perché il lgyaifscato d’origine e chiarissimo e
geometricamente definito: esempie ij corrisponde al bivettore perpendicolare al piany
- sono numeri nel senso ordinario del termine ogsiai di dimensione”ossia “numeri atti a
trattare le formule fra grandezze fisiche” in quagtialunque fosse la eventuale grandezza fisica
originaria:
- se gia era un numero, tale resta;
- Se era un numero con accanto una dimensiona fisiempiqim~1] viene rapportata alla unita di
misura e diventa un numero;
- se era un vettore, viene rapportata a una unitésiira vettorei(unitario) e diventa .... un
numero (complesso);




- se (poco importa se esista no) era un trivettayggortata al vettoreunitario ridiventa un numero
(complesso).
Insomma le 8 grandezze con indici3j T..ij iT jT ijT sono numeri.
Il numero cosi definito opera sia sui numeri chievsttori alterandoli, ruotandoli, girandoli, ...
esattamente come fa il numer® sui vettori (o sui numeri ....) del piano.
(Vorrei notare che non sono d’accordo con Hestgnasdo interpretacome un vettore linedj
ik eccetera come un'argfk eccetera come un voluneecetera. Giustdvla meglio lasciare a if
ik etc. la peculiarita di numero, che & nato come tgpure che tale & diventato per rapporto fra
grandezze. Se cosi non fosse, bisognerebbe, segtiestenes, dire che in:
e = cosg + ising = cos@ + ijsing

cosg € uno scalare Bing € un’area. Mi sembra corretto rammentareiohd “bivettorei;,
tuttavia in un contesto di fisica matematica, permon € un’area un numero).
Vorrei riassumere. Si puo pervenire ad una esteasiel numero complesso 2D

z=x+1iy con

zz* = x? + y?
arrivando a capire che servono “strani” immagipar avere I'analogo in 4 dimensioni:

z=x+iy+jz+Tt

z'=x—iy—jz—Tt

zz* = x* + y* + z? — 12

con le regole “strane™ = —i ecceteraj*> = —1.....T? = +1, ij = —ji eccetera. Comunque le si
giri, queste sono le uniche regole atte a fornirestp generalizzazione del numero complesso. Solo
dopo una ripartenza dai vettérij k T si pud capire che queste regole ... combaciano, sono
congrueritovvero contemporanea quelle intuitive sui vettofi j k (eT ).

E, come si vedra fra un po’, queste sono le stegg®e che servono per I'operatore di derivata

(*)Nota finale

Si dira: "ma noi sappiamo clig= k”. NO! Eravamo astuti ma roz#.&k, inveceij &ij. k &
orientato sz come un vettor& (set j k, gli assi, cambiano segno, lui canbi4 & orientato su
come un bivettore: und (set j k, gli assi, cambiano segno, lui noambia).

Esercizi.

1-Dimostrare che I'indic&ji commuta con tutti gli altri 7 possibili indici.
2-Verificare chgTji)* = Tji .

3-Dimostrare chéji)? = —1.

4-Dimostrare chéTji)? = —1. e(Ti)? = +1.

5-Dimostrare che sono commutativi fra Idra Tji Tj.

6-Dimostrare che sono commutativi fra ldrg Tji Ti;idem 1T Tji ij.




3 — L’analisi e 'operatore 9*

Potrei partire dalla fine.
L’'operatore

d
0" =—4i—+j—+T—
y Z

gode della proprieta che e:
a2 9% 9% 07

+—+—-
d0x? dy? 0z? O0t?
Questo secondo operatore e I'operatore della “equmaz’onda’@d* = 0 (o0 anche della equazione
relativistica di Klein Gordon a cui obbedisce quajue particellagd*F = m3F).
Chi eil primo operatore? Chi &*? Direi che prima di Dirac non lo si conosceva (poin essendosi
accorto Dirac che I'aveva scritto, perché I'avewat® con spinori e matrici 4x4). Esso e ad un
tempo “la radice quadrata del Laplaciano” per clrg
02 0% 0% 097

t—+—=-
0x? dy? 0z? 01?2
ed é anche nello stesso tempo ... 'operatore ditanii@l (0 di monogeneita), quello cioé che
definisce d’un sol colpo le condizioni di CauchyeRiann perché si abbia una funzione analitica (*)

0'°F =0
Come dico sono partito dalla fine salvo notare amcbe, invecej e la derivata (o una derivata):
0 9] 0 9]

00" =070 =

o=

“ox Yoy ez e
E opportuno, dopo questa anticipazione sinteticaisldtati finali, ripassare alcuni significatihe
ritengo importanti, delle funzioni analitiche sugupo.
Procedo con ordine. Un punto P del piano e caiztto (se cosi si ritiene opportuno) dal numero
complessa = x + iy = pe'? che identifica il punto P.
Supponiamo che abbia luogo un fenomeno fisico spiammo, esempio: il flusso di un fluido. (Cose
analoghe varrebbero per un campo elettrico piano).
Supponiamo che io dica: bah! tentiamo di vedengeseaso esiste una grandezza (per esempio a
due componenti, 1 § atta a descrivere questo fenomeno fisico sulgiba descrivero quindi con
unaf a due componenti, lie

fy) =f =ulxy) +iv(x,y)

af af
df = adx + Edy

oppure con un cambio lineare di variabilidy az, z*:
d —afd + of
f= 0z z dz*

*)

Cambridge non usa questa simbologia, né Hestersee® preferisco mantenerla per questa
semplice ragione, che questa simbologia generailzagdo ovvio quello che avviene sul piaxnw
dove

Posso scrivere:

dz*

a*_a . ad
 ox lay
a0
~0x 0y

danno, rispettivamente, le condizioni di Cauchyniian e la derivataa% = %a) (vedi Nota
successiva).



Ora qui sta uno dei passaggi piu significativiritengo, di questo discorso. Fare attenzione. Rtho
ora non si sono fatte ipotesi, se non il tentativeedere se posso descrivere geabmeno,

esempio il flusso di un fluido, con una grandezzai@ componenti(x, y), v(x,y). Veramente
un’ipotesi e stata fatta, cioé che il fenomenouersiione sia descrivibile come funzione del punto
P; ma sul sericaggiungo (come dicevo nella introduzione).

Cioe: “non per scherzo”.

Ossia: il fenomeno in questione, e la relativa fone f a due componenti, io, essere umano che mi
accingo con un mio “linguaggio matematico” a desame il fenomeno, dico che per quanto ne so io
la mia descrizione sara funzione del punto

Ora: il punto P € univocamente caratterizzata éax + iy. Non ha quindi nessun senso che la

funzionef sia funzione dr e anche dz*. Dunque deve esse{% =0
Dungue, qualungue sia quella legge sul piano, dbbedire a (*):
f=0

Queste sono, con questa sptamessa logica :

- le equazioni dei fluidi sul piano [3];

- le equazioni dei campi elettrici sul piano;

- le equazioni dei campi magnetici sul piano

e chi piu ne ha piu ne metta. Ma sono anche leizmmd di analiticita ... cioe ... d’essere una
funzione univoca di punto (devo dire che & imp@sainte, secondo me, da un punto di vista logico,
che imponendo in 4 dimensioni la stessa esigenzi usare funzioni univoche di punto ...
vengano le equazioni di Maxwell. Vedi dopo. Quésteesi minimali sembrano, a me, I'unico
contenuto logico che affermiamo scrivendo le equaali Maxwell).

Restano soltanto a questo punto da definire alcegae e un richiamo alle operazigniad div
rot (che peraltro risultano a questo punto by-pasgabil

La prima é:

la analiticita diu + iv ha il significato che per il coniugato— iv valgono le equaziomiotv = 0,
div v = 0 dei fluidi (vedi per esempio Tricomi, “Analisi”y(indi: trovate le soluzioni di*f = 0
bisogna passare al coniugato).

La seconda osservazione é:

I'operatored™ fornisce in un colpo solo tutte le possibili opgoai grad div rot e conda”
forni i 92 92
ornisce 1O = ﬁ + a_yz

(*)Nota
Si possono verificare tutti i passaggi, che giateso es. in Schaum, anche se con simboli diversi,
che danno:

Jd 16 1.0 0

0z 292G 1%

d 1 1 0 y d
B 0x lay




4 — Le funzioni analitiche in 3 e 4 dimensioni

Praticamente il sogno di estendere le funzioniiacia a 3 dimensioni é stato il sogno di tutti, da
Maxwell ad Hamilton eccetera.
Solo che Maxwell diceva, vedi [4]: “sono comodey, pgroblemi elettrostatici in 2D; peccato che in
3D non esistano”, e Hilbert in proposito dicevan(brder to characterize the futility of all attemmpt
in this direction”): “time is one- dimensional, ggais three- dimensional, however the number, that
is, the perfect complex number, has two dimensi¢ggsinmerfeld).
Alcuni conducevano questa ricerca per motive estetia certamente per tutti lo scopo era di
estendere le comode proprieta delle funzioni doléta piu di 2 dimensioni. Certamente ora
possiamo dire che queste funzioni esistono, sositibge e ci si possono risolvere i problemi. Di
per sé varrebbe la pena di aprire uno studio Iatad'Applicazioni dell'operator@*
all'ingegneria”.
Daro, per comodita, direttamente la espressioivalalle funzioni analitiche in 4 dimensioni; da
cui poi il caso a 3 é ricavabile come sottocaso.
Dico che una grandezza matematica strutturataoftjec

F = (U; + iUy + jU3) + Tji(Uy + iUs + jUg)
e tale per cui la analiticita per essa comportdlggmplesso coniugato

(Uy — iU, — jUs) + Tji(Us — iUsjUe)

la validita delle equazioni di Maxwell.
Infatti introducendo i nomi pertinenti a una grarzke F campo elettromagnetico:

F = (Ex +iEy, +jE,) + Tji(Hy + iH, + jH,)
la analiticita diF significa

0'F =0
ossia:
g .0 .0 d . . iy . .
(& tig tigt TE) [(E, +iE, + JE,) + Tji(H, + iH, + jH,)]| = 0
Sviluppando e poi notando che per il soddisfacimeletla equazione devono essere
contemporaneamente zero le “parti” “1¢},* j”, eccetera, si ha:
0E, O0E, OE,

dx  dy 0z
JE, O0E, O0H,

i S+ 2+ L=
Jdy  Ox ot

0E, 0E, oHy

0z + 0x ot
dE, O0H, OH, B

T -
ot + dy 0z
dH, O0E, OE
ji 4=
ot dz  dy
T 0H, OE, O0H,
’ ay | ot ox
_ oH, OE, O0H,
Tji 22X __Z-

0x dy 0z

*)

per il momento. Per il momento cioe mi limito adrgonenti.



Queste sono le equazioni di Maxwell; come si vesleggempio dalla prima la quale, per il
coniugato di componen@Ex —iE, —jEZ), e la equaziondiv E = 0. E cosi via *).
Ma c’é di piu:
ogni specializzazione di queste condizioni di diwdtih a un numero inferiore di dimensioni (o di
componenti) conduce ad una legge fisica.
Posso fare svariati esempi.
Prendiamo per esempio una grandezza fisica (**):
U= (U, +iU,+jUs +TU,)

La condizione di analiticita per essa, fatti i dibypassaggi, conduce a

ou, dU, adU; U,

=0
dx  dy 0z + T
_ aU, N ou; 0
! ox Ay
) aU; dU;
] ox 0z
T aU, N ou; 0
dx = Jdt
aU; aU, _
! dy 0z
au, dU,
iT ———— =0
! dy T
au, 0U,
iT ———— =0
] 0z Jt

Possiamo vedere per esempio ché se 0 queste condizioni impongorahe (U,, U,, U3) siano
indipendenti dal tempo. Per le restanti compon@ntiU,, U3) si osserva che ..... esse significano
'annullamento del rotore e della divergenza peoiiugato(U;, —U,, —Us).

Questo fatto generalizza immediatamente quantceaevn 2D per le funzioni analitiche.

Nel caso generale, le equazioni significano, peoiiugato(U;, —U,, —U;,—U,), posto

v = (Uy,—U,, —Us), le equazioni:

rot v=0
., 0y
divv+——=20
ot
ov
E+gradv4=0

equazioni del moto di un fluido irrotazionale, caegsibile in 3 dimensioni (se, = 0, anche
stazionario).

Restando per il momento nel caso 3Dy z) e facile fabbricare funzioni analitiche con la
seguente proprieta peraltro generale.

SeA é armonicay = dA € analitica.

(*)
Il modulo FF* risulta uguale &E* — HH* + Tji(EH* + HE™) cioé contiene i due famosi
-2 — 2 = —
invarianti di campdE| — |H| eE - H.
=

che, in realta, presenta in piu la componénte



Infatti A armonica significa:
00"A =0
Tuttaviado™ = 0*d, quindi
0"0A =0
0ssia, postw = 0A, risulta d*v = 0, quindiv e analitica CVD.
Questo estende il concetto di “potenziale” di umpa, di cui il campo € la derivafa Tuttavia
possiamo anche, ripeto, vedere tutto questo conmeado empirico per fabbricare funzioni
analitiche.
Giusto a titolo di esempio (su cui si puo lavonar@to) calcolo la funzione analitica che forniste i
flusso di un fluido intorno ad una sfera di raggio
Salto la maniera di derivarla da un potenziale anow
La funzione analitica in questione é:

3xz*
1 31_ 72
U=1+§ar—3

Per questa e verificata la condiziaid/ = 0.
Per il coniugatd = (vy, vy, v,) = (U, —U,, —Us) valgono le formule.
3a3x? 143

=T s tmtl
3adxy
ET s
3a3xz
V2T TS

Ho esplicitato un termine di velocitg, = 1 parallelo all'asse. Il fluido si muove nel verso delle
X positive. y

v

X
zZ
Altre funzioni analitiche interessanti:
z y z
U=1+7~=1—i r__jT~
xX+r r x+r xX+r
Z*
3
(mi pare il primo intorno a un elissoide e il sedordentro un pozzo inghiottitoio; ma non ricordo

bene)

Passiamo ad altro.

(Di questa parte finale del paragrafo riporto sgdancipali concetti. Questa parte contiene
senz’altro una serie di aspetti interessanti em@tichi che sarebbero tutti da indagare. Mi sono
permesso di non ricopiare troppa matematica, chebhe notevolmente appesantito il testo).
Mostrano particolare interesse quelle che potrigirchre “potenz¢analitiche) del numefoChi
Sono costord

Sono I'analogo delle potenz& in 2D.

In 2D, presa& = x + iy = pe'? la variabile, o il “punto P”, le sue potenze (dinctie) sono lez?,
z3, ....,z" = p™e™® . In 2D esistono quindi due modi per generarle:



- o facendo il prodotto di perz pe z ... n volte;
- oppure definendole come autofunzi¢emalitiche) del momento angolarefatti
9]
—i—z" =nz"
dp
Questo secondo modo pittoresco richiama I'operatetenomento angolare in meccanica
guantistica ossia

9
LZ=—l%

ma come vedremo (e ad evitare che si pensi cheafiacendo della meccanica quantistica)
compare separando le variabili nella equazionedliiticitad”f = 0.

Il 2° modo, e non il primo, si generalizza a 3 disieni

Infatti non esistono in 3D potenze (si intendelitioke, cioe tali per cud”f = 0) fabbricate per
prodotto di vari terming = x + iy + jz (*).

Anzi nemmena = x + iy + jz risulta analitica.

In che modo compare I'operatore del momento angaialia equazione di analitici@@f = 07?

I modo si evidenzia nello scrivetE (che verra poi eguagliato a zero) nella forma:

z1
0" = - (z*0%)
Quindi quando uno scrivé® = 0 tira in balloz*0* = 0. Andiamo in 2D in coordinate polari

r, @ e cerchiamo le soluzioni analitiche che sianoa@imaf = R(r)®(¢) a variabili separate.
Immediatamente interviene I'operatore del momentgoéare. Infatti

90 = ( )( N d ) _ ( d N d ) ( d d ) 0 N d
270" =(x—ly l dy x 0x y dy x dy ox) 6r l
—ii e I'operatore del momento angolare.

A questo punto e evidente che invocare “un autoegier I’ operatore—l equwale a poter

separare le variabiti, ¢. Il fatto poi che questo autovalore sia mtermad!alla extra — imposizione
che la funzione si ricopra mentre gira. Con l'aatioven si misurano i “giri” che fa la funzione (in
questo caso, sul piangy).
In 3 dimensioni e:
( )(6+6 _6)_(6 6+t>+<6 6+t>
f=(x—iy—jz lay ]82_ e ya etc lxay 3 etc
d
= 7"5 + rr
—I'* e 'operatore del momento angolare. L'espressasdicita dell'operatore-I'* &

i} 0 0 0 0 9] 0
- ==i(xgmvg) il ) g 75))
Seguendo alla lettera le notazioni di quasi tuitiri di meccanica quantistica risulta (salvo tiatle
significato fisico dii etc.):
d d )
L,=- (x—— —>=—l—

dy 0x do
Y. )
ba=- (%‘Z@)
) )
Ly =~i(r5;~%3,)

(*)Nota
Ambiguita di notazioni fra e z risolvibile nel contesto.



Se—TI"* ha un autovalorécio significa:

-’y =¥
oVVero:

[L, +j(Ly +il,)|¥ =¥

e se, magari contemporaneamenjeha un autovalorer, risulta:

L,¥ = m¥
Vedremo le eccezioni di quest'ultima.
Vorrei insistere e ripetere ad ogni pie sospinte thti questi concetti che sembrano essere di
meccanica quantistica sono peculiari semplicemeaegita matematica delle funzioni analitiche (e
delle guide d’'onda e delle cavita sferiche; & ulsBoavVedremo dopo).
Bene. Dopo questa lunga premessa cerchiamo in 88lueioni analitiche che siano nella forma
f =R(r)®(d, ) a variabili separate.
Cerchiamole, come in 2Della stessa forma delle potenZe= p™e™?

¥, = Tll/)l(g, (P)
con la condizione, come in 2[0i essere analitiche
oY, =0

e con la condizione, come in 2Bi essere autofunzioni del momento angolare

—I*'y, = 1y,
Fra parentesi questa ultima cosa, se ci si riflétieguale ad averle poste nella fortha=
Tll/)l(g, (P)
Esse ..... dipendono da un altro indiae
Questo secondo indice viene scritto in alto neltafa¥™ (*).
Le potenzeP} sono banali. Esse sono:

W= (x +iy)!
Poi, per ogni, ci sono le ulteriori potenze abbassate di grado
pm s wltt wl=2 o finoa W[

Totale : (21 +1).

Ripeto che non posso scrivere troppo perché salguesto ci vorrebbe un testo ad — hoc. Nessun
libro o articolo tenta di indagare i significatiti, 0 direi ancora meglio geometrici, o aritmetic
elementari. Si scopre per esempio banalmente cheghi.ém?

Ogni Y™ (ovvero: ognip™) gira in tuttol volte, e di queste fe giri sul pianox, y (0 qguandan e
negativo fam giri in senso contrario sul piangy).

La dizione non é rigorosa ma interpreta i fattmiado pittoresco.

A guesto punto dobbiamo proseguire con una ossen&ehe riguarda I'operatofg = —i% che

dovrebbe misurare gt giri sul pianax, y. Non sempré., da un autovalore:. Anzi talvolta
applicato allé/™ non da un autovalore proprio per nietitehe, formalmente, ci impedirebbe di
separare la variabilg nelle soluzioni dell’equazione di analitici?a = 0).

*)

e corrispondentemente la parte angolare, le funaiogolariy, (6, ), diventanap™. E senz’altro
interessantissimo, stante la forma delle poterfize p™e™™? eW™ = rly*(6, ¢), notare che le
funzioniy!™ (0, ¢) contenenti la dipendenza dagli angoli sono la gdizeazione 3D delle?.



L’'unico operatore che da un autovalored§li € unL, “modificato” il cui nome in meccanica
.. < . , 1
quantistica ¢,. Esso da sW;" I'autovalore (m + 5):

1
]zlplm =(m+ E)Lplm

ed é cosi formato:
J,=L,+S

La sua azione s¥;" e la seguente:

JA L —%‘P{”i — %itplmi
ed in meccanica quantistica i tre termini forniszoispettivamente il momento angolare totale
orbitalee di spin
Come si vede la insorgenza di questi autovaloperatori (o se si vuole di queste particolarita
geometrichgnon ha pero nulla a che vedere con la meccanigatigtica. Si tratta di peculiarita di
guesta nuova matematica delle funzioni analititia da indagare.
E un caso? Sono coincidenze? Secondo me no, siami davanti a noi un campo si studio
enorme sia teorico che applicativo. Applichero ¢gigsoprieta “di spin” nei paragrafi 9 e 11.
Manco a dirlo quest®]" sono ortogonali, costituiscono una base, in @gs@dssviluppare
gualunque funzione analitica (sono ... I'analogoeti & poli, ... sono le analoghe delle

z™ sul piano .... e ci sono anchell,ézn che sono ... gli stati com negativo). Lap;™ generano d’'un

colpo solo funzioni speciali della matematica quablinomi associati di Legend@&™ e/o le
“spherical armonicsY;™ (0, ¢). La espressione esplicita (Doran) de#é con i polinomi associati
di LegendreP™ = P["(cos V) (vedi Gradshteyn & Ryzhik per la definizione @gt) e:

Y = (L +m+ 1)Pme'™me + jpitlegitm+l)e
Termino qui, ma voglio anticipare qualche considenae di tipo pittoresco dai paragrafi 9 e 11.
Risultera che la enumerazione delle soluzioni sioéW;™ e il loro tipo di distribuzione angolare
Y™ corrispondono agli stati degli elettroni nell’atordi idrogeno. “Stranamente” se ne ricava
anche una informazione sulla distribuzione spazelte orbite, che sono descritte ... daig e
sono_enumeratdalley;™.
Peraltro invece risultera del tutto chiaro e inggabiil problema delle cavita sferiche, dove i modi
di oscillazione sono anch’essi descritti dapg, ed_enumeratialley;™. In questo secondo caso
non v’'e nessuna ambiguita interpretativa sul fektte le componenti di campo siano descritte, nella
loro distribuzione spaziale, dalle soluzioni deji@zione di Maxweld*F = 0.
Conclusione: esistono forti sospetti di parenteda Hlue casi: i possibili modielle cavita e le
orbite degli elettroni nell’ atomo. Esistono entiognetrici elementari che sono¥" o ley;", che
dominano la scena. g™ sono le analoghe tridimensionali .... delle distzibni angolarie ™.
Le W™ .... sono le analoghe delle entitd geometriche (oeriche) elementas™ e 1/Zn del piano.
Perchécio avviene?
Stiamo scoprendo, come dice il gruppo di Cambritigproprieta dello spazio e del tempo?
Niente di tutto questo. La questione, secondo neeséguente:
che probabilita ci sono che gli enti elementarimtestro linguaggio differiscaner cosi dire) dalle
particelle elementari?
La risposta &€ secondo me (se il linguaggio € “eot). nessuna




E quindi non dovremmo meravigliarci che cio avverdgdondo e un problema nostro. In fisica
sfugge troppo spesso una realta elementare, cida& ma che poi viene dimenticata con frasi tipo
“ho trovato la legge di ...”, “ho scoperto”. In fisigoi non possiamo che raccontare cio che
avviene._O tentare di raccontare

Ora se ci si pensa (questa € una dizione probati¢neesatta ma suggestiva) noi diciamo che i
corpi sono fatti di atomi, di particelle elementaccetera, e le funzioni sono fatte di zeri, poli
eccetera. Componiamo i corpi con gli atomi e lezfani le componiamo con funzioni elementari.
Sarebbe saggi@nche se non obbligatorio, che le entita elenieti¢h linguaggio matematico
coincidessero con le realta elementari della reait@stante che intendiamo raccontare. Ecco
perché puo ragionevolmente accadere questo fattita éisiche elementari sono funzioni
elementari. Lo sono, non per una magia dell'esietigper una coincidenzaa perché noi, nel giro
e rigiro secolare di pensiero e di matematicalegdji fisiche, non possiamo che confluire, piu o
meno inconsciamente, in un linguaggio matematidovinatq nel quale funzioni elementari, quali
le funzioni analitichéP[™, corrispondono per forza qualche modo a enti fisici elementari.

Si potra dire;_ ma non e co®on e ancora esattamente cosi. Non tornano esaita le cose. Bene:
direbbe Schroedinger:”ai miei tempi si diceva chéderca non e ancora finita”.

Infine (e insisto che questo secondo me quesaspdtto piu soddisfacente) avremmo, come posso
dire, precisato, finalmente, e dichiarato, la reofdndamentale “ignoranza”. Avremmo soltanto
precisato la classe di funzioni che adopererema dekcrizione dei fenomeni dello spazio e del
tempo. Avremmo, anzi, dapprima precisato lo spaaldempo, con i loro versori, e le regole
formali obbligate, conseguenti; e poi la classtidzioni, analitiche, funzione del punto P dello
spazio e del tempo. La legge generale valida ta tatfisica € che noi usianmuellefunzionili. La
legged*F = 0 non aggiunge nullaulla_sostanzdi cio che noi conosciamo del campo
elettromagnetico (e cosi eventualmente sarebble particelle elementari). Fine.




5 — Le equazioni di Maxwell

Ho gia parlato delle equazioni di Maxwell ma oraipgopongo in una forma completa a 8
componenti.
Introduco una grandezZacampo elettromagnetico (*):
F = (E, +iE, + jE, — TH,) + Tji(H, + iH, + jH, + TE;)
La analiticita diF significa
0'F =0
ossia:
g .0 .0 d . . iy . .
<ﬂ+ iyt ot TE) [(Ey +iE, + JE, — TH,) + Tji(Hy + iH, + jH, + TE;)| = 0
Sviluppando e poi separando le “parti” “11;'*“ j”, eccetera, si hanno le 8 equazioni scalari:
dE, OE, OE, 0H,
ox dy 0z Ot
0E, N dE, N 0H, OE; _ 0
dy  Ox Jdt 0z
J P < o1&/ o1 <) ¢}
Con 6 componenti si hanno le equazioni di Maxwellmspazio vuoto. CoH, e E; diversi da zero
compaiono termini legati a densita di cariche eedr elettriche e magnetiche.
Si puo vedere che basta anche il solo terrHinper dare le equazioni di Maxwell con carighe
correnti/. Consideriamo per esempio la prima equaziongachRtissando come al solito al

coniugato(Ex —iE, — JE, + THT) e poi ponendp = — 2 i vede che essa dice:
divE = p

at
Anche su questo si puo scrivere un libro, ma idisagpidamente passare ad annotare alcune
peculiarita.
In queste condizioni di massima generalita la cdinde di analiticit?®d*F = 0 applicata s¥ a 8
componenti da luogo a termini che sono tuitrpretabili in senso elettromagnetico.
La risoluzione di queste equazioni potrebbe appanir problema abbastanza complicato, essendo
gia complicato risolvere le equazioni di Maxwelhsa correnti, oppure ricavare i campi a partire
dalle cariche e correnti che li generano. In re@iéiadossalmente, vale 'opposto: cioe e
facilissimo produrre soluzioni a iosa in modo coetpmente automatico.
Come?
Vale la premessa di cui ho gia parlato che se afuggque “coso’d € armonicogA € analitico.
Quindi il cosoA, purché armonico, puo essere qualunque cosa:
uno scalare(z, t), oppurep(x, y, z,t), un coso con indicesempice‘(“t=¥2) che, corw = k, &
armonico, eccetera. Possiamo dire ghgioca il ruolo di potenziale (generalizzato) denpo, ma
non obbedendo piu alla condizione di Lorenz beltsicandizione di gauge piu “semplice”:
0? 02 9% 02
OA = (axz t52 T o aT2>A =98"0A =10
Derivando, si ottiene un campo= dA che fornisce una struttura fatta di campi elettnr@agnetici
e cariche e correnti, ogni volta interpretabilehe soddisfa alle equazioni di Maxwell, nel senso
che quelle correnti generano quei campi secondqueazioni di Maxwell.
(Almeno questo formalmente. Occorre naturalmengestéino soddisfatte condizioni fisiche, che
(*)Nota
La scelta di introdurre le altre due componentivesrdole nel mode-TH, e TE; é fatta allo scopo
di poter scriverd” in una forma che servira dopo, per un confrontolEguazione di Dirac (n.d.r.)




rendano appunto fisicamente accettabili quelleetdre quei campi).

Possiamo dire che quelle correnti generano quepcaecondo le equazioni di Maxwell (*), ma a
guesto punto saremmo egualmente autorizzati acdeeuei campi generano quelle correnti ... e
allora piu in generale saremmo portati a dire ai gampi e quelle correnti si autosostengono
Non solo. Pervenuti a una soluziaheon indici (i quali indici non ci piacciano, opjgugualora
volessimo pervenire alla interpretazione di unazohe con diversi indici) vale la osservazione
che, s& é analitica, € ancora analiti€a, FT, Fji o qualunque, moltiplicata per qualunque indice
da destra. Cio scambia e reinterpreta tutti glidnoriginari di F.

Esempio: moltiplicand@ perTji si scambiano i campi elettrici con quelli magnedisi passa da
unTE a unTM (oppure, se si partiva da M, si arriva a urT'E).

(*)

Credo che sia importante notare che queste equédgemeralizzate” a 8 componenti neono

un’altra cosaispetto alle usuali equazioni di Maxwell. Sonasali equazioni di Maxwell e piu
precisamente sono le usuali equazioni di Maxwefliresenza di cariche e correrfiunica (si fa

per dire) differenza e che le cariche e corrergi @ppaiono nelle equazioni non sono piu assegnate
dall’'esterno (e poi da esse si ricavano i campd,compaiono automaticamente come facenti parte
della soluzione.

In altre parole i campi elettromagnetEiﬁ che le equazioni forniscono sono i campi che $sneb
(sono) ricavabili dalle usuali equazioni di Maxwiellpresenza di cariche e correnti se si fosse
capaci di generare quelle distribuzioni di cariehmrrenti

Quindi si tratta di esaminare di volta in voltacegiche e correnti corrispondano a situazioni
fisicamente realizzabili (n.d.r.).

Esercizi.

Esercizio 1 - Il potenzialg = Tie!(®@t=%2) con segni vari pen ek & armonico, purché sia® =

k?. Derivando con I'operator@ si ottengono le quattro soluzioni analitiche

Fl (1 + Tj)ei(—kz+wt)

FZ (1 + Tj)el'(+kz—wt)

F3 (1 _ Tj)el'(+kz+wt)

F4_ (1 _ Tj)ei(—kz—wt)

Le prime due si propagano nel verso positive,dion rigiroe*“t opposto Idem le seconde, verso
z negativo.

Esercizio 2- Interpretare il termini di vettoreRbynting.

X
E
ExH
0
H z
y
.. . Fi+F F,—F

Esercizio 3 - Discutere le somm‘@uez—2 elTZ.
Soluzione:
Fi+F

= (1 + Tj)cos (wt — kz) lineareE, H,, ORIZZONTALE;
F,—F,

——= (1 + Tj)isin(wt — kz) linearekE,, H, VERTICALE.



Esercizio 4 - Interpretare la soluzione analifica f—s
Soluzione. Passando ai coniugati si ha:

*

A A 1z

. r3 r3 rir
e il versore unitario dP

<IN

-

P=(x+iy+j2z)

Il campo €E, = riz radiale, statico.

Esercizio 5 - Il potenzialed = cos (wt — kz) & armonico pew = k. La funzione

F = 0A « (j — T)sin (wt — kz) € analitica. Interpretare in termini di campo tetghagnetico.
Soluzione:

AAA A
vyweyw!

+++
NI 4

Si ha un’onda pulsant&,, (quindi non polarizzata sul piano trasverso) gihgopaga
accompagnata da una carmdsantea%. Nonsono presenti onde elettromagnetiche nel senso
ordinario (*).

(*)Nota

Questo e un esempio delle “scalar waves” di cypiamente si discute in Internet. Esse nascono in
modo naturale in queste equazioni per cosi diraégdizzate” di campo elettromagnetico, peraltro
accompagnate da altre soluzioni “strane”. In reak#iza fare ipotesi ossia senza porsi il problema
di arbitrarie “condizioni di gauge”, le soluzionumaturali di una equazione di analiticitaF = 0

sono soluzioni a 8 componenti. Tutto sta a vedemgueste soluzioni possano avere un senso fisico.
Queste soluzioni danno automaticamente carichen@iazhe si auto sostengono nello spazio vuoto
Cosa c’e di meglio per tentare una interpretazelagromagnetica delle particelle elementari?
(n.d.r.).




6 — L’equazione di Dirac

Le equazioni dei fluidi, le funzioni specidlf™, le potenze del punto in 2D e 3D, le equazioni di
Maxwell, le equazioni delle guide d’onda, tuttonetibe portarci a dire che la concomitanza di
tante cose: (1) ha un misterioso significato, opd@) € un problema di eleganza, oppure (3) non
significa_nienteed e solo un’ analogia assolutamente irrilevagitmificando solo che in tutti i casi
e formalmente presente uno ste8s@ppure (4) potrebbe far pensare che siamo didratieggi”
fondamentali ancora al di la della nostra intuigipoppure che (5) dovunque ci sia in ballo rot
ci sono delle analogie di cui € inutile chiedeksignificato, osservazione analoga a (3), opp@je (
le analogie discendono dalla matematadae formalmente pone in gioco le funzioni ancthié (in
2D, 3D, 4D) e per questo nascono proprieta, funatm comuni, oppure ........ eccetera.
In realta io credo che siamo di fronte sia ad wfanzione appropriata di numero, sia ad una
affermazione profonda (*) e ad una legge fisicaegale; che e assolutamente generale in quanto
non dice assolutamente .... niente e oltre a nonnierete lo dice per di piu sotto forma di
tautologia e pertanto si presenta come una coserdié vera; ed € per di piu hon una legge della
fisica ma una legge ... del nostro linguaggio ... ge@anto, anche, cosi foriedainformazioni,
ricca di informazioni, perché risponde a quella dhpenso sia la domanda fondamentale della
fisica, che é: “ma noicosa diavolo volevamo dire?” (cioé, un riesamdidguaggio).
Essaegge si puo esprimere in vari modi, ma grossoaoréad
“descrivero il fenomeno (che mi accingalescrivere e che avviene nello spazio e neldggmpon
delle funzioni dello spazio e del tempo” seguita¢oompagnata da, o equivalente a) affermazioni
altrettanto tautologiche quali: "le funzioni cheeu dello spazio e del tempo obbediranno alle leggi
generali .... a cui debbono obbedire le funzioniasfpazio e del tempd@(=0)".
E chiaro che di fronte ad affermazioni tanto pdteessuno ci pud attaccare. Ed & altrettanto chiaro
che questa non é fisica, ma studio di noi stessi.
Potremmo addirittura arrivare ad affermare, pomp@sde, ed ambiziosamente, di “avere scoperto
una nuova legge della fisica”, o di avere scopkrieggedella fisica se completassimo le
precedenti affermazioni con quest’ altra: “userodadizioned*=0 in tutti quei casi in cui sia
pertinente usarfa
A guesto punto siamo (io credo ) inattaccabili.
Dunque?
Dunque quando nel 1928 Dirac invento 'operatoeslite quadrata di* = p? + m3” si trovo,
senza accorgersene, a scoprire (**) 'operatdtre
Il problema di Dirac era, in definitiva, di riporeaal 1° ordine I'equazione relativistica di Klein
Gordon, del 2° ordine. Lo risolse con matrici 4&4'spinori”. L’equazione di Dirac e pertanto di
aspetto abbastanza scostante. Sviluppata per gstes@ delle sue varie possibili “forme”
equivalenti, essa equivale ad un sistema di 4 égpidza 4 grandezze complesge, V¥, , Y3, P,
con indici cioe 1j (e quindi un sistema di 8 equazioni fra 8 grandeeal).
Se ora prendiamo una grande#zgo ¥) a 8 componenti e scriviamo

"W = imyWiT
otteniamo, sviluppando, un sistema di equaziom&dmente uguali alle equazioni di Dirac.

(*)

Il cui negato, come dice Niels Bohr, e ancora Ufexmazione profonda.

(*)
Essendd@d* = 0"d = =+ 4+ & 9" o522 1 ;2 4 ;% 4 72 o4 essendo
- T 9x2 ' 9yz ' 9z2 9t2 T oax dy Py At
9%y 9%y | ofy 9%ty 5., . . . - .o 2 o
oz Tay2 T oz o = mg¥ I'equazione di Klein Gordon, cioe fra operatep” + E* = mg.




Oltretutto, prendendo @ di ambo i membri e considerando che (come e faeildicare)

0l =10

iTiT =1
otteniamo immediatamente (sia cag > 0 che conm, < 0):

00°Y = tmoWiT = 10" moWiT = imo(imoWiT)iT = mg¥

e quindi la desiderata equazione di Klein Gordon.
Ma cosa c’é sotto?
Perché&jueste equazioni ricordano tanto le equazioni akwWell0*F = 0? (Basta porre
formalmenten, = 0).
Si dice in uno scritto del gruppo di Cambridge:
“when in 1928 Dirac “square rooted” the quantumrap® E2 = p2 + mZ not only ... (etc.) but he
also uncovered the geometric rules governing Mirddgnspacetime!”. (Il punto esclamativo é
nello scritto di Cambridge).
Ma perch@
E Dirac si imbatté nelle proprieta dello spaziotempnelle proprieta del nostro linguaggio? (nel
senso delle proprieta che radbiamo assegnato al nostro linguaggio descrjtton la
introduzione dell'operator@*). E perchde equazioni di Dirac sono cosi? Non sarebbeqgico
se fosser@*y = 0?
Provero nei successivi paragrafi a illustrare n@egtto, o se vogliamo chiamarla la ipotesi, che le
equazioni di Dirac siano approssimate, nel sensmali‘approssimazione a raggi” o di Ottica
Fisica, e che le verequazioni siano in realta 2% = 0.
Rammento cosa sono (e in che relazione stanngukezeoni di Schroedinger, di Pauli, di Klein
Gordon e di Dirac.
Esse sono le equazioni differenziali che goverramavoluzione spaziotemporale della “funzione
d’'onda” ¥, della quale, peraltro, si considera solo il digato di¥T¥* o gil di li. L’equazione di
Schroedinger € alle derivate seconde e alla darpi@tnanel tempo. La equazione di Klein Gordon
e la equazione di Schroeding relativistica (allevdgte seconde) e comprende, come
approssimazione non relativistica, quella di Sctimoger. Tutte sono scalatia equazione di Pauli
non e piu scalare ma con componenti, cosicchégnereé conto della polarizzazione (diciamo: lo
spin). La equazione di Dirac € al 1° ordine, caoponenti complesse i relativistica,
comprende o genera tutte le altre ed é I'analodje dgquazioni di Maxwell rispetto alla equazione
d’onda (che qui diventa la equazione di Klein Gordmé con massa).
Praticamente la equazione di Klein Gordon e I'eglginte della relazione di meccanica relativistica

E? =p%+m}
mentre I'equazione di Schroedinger € equivalengeralazione meccanica approssimata
1 p?
2 ~
=MoV*° = E(cinetica) = 5—
2 0 (cinetica) 2 m

Questa e I'approssimazione non relativistica défla= p? + m3.

Si noti che in questo contesto le equazioni di Melkaono I'equivalente della relazione meccanica
E =pc

valida per la luce

Ogni componente scalare della equazione di Dirac staddesmunque la equazione di Klein

Gordon (cosi come ogni componente scalare dellazégui di Maxwell soddisfa I'equazione

d’onda)



7 — Le equazioni di Maxwell e di Dirac a confronto

Le equazioni di Maxwell e di Dirac suonano dunques,unaF a 8 componenti:
J0'F =0
9*F = imoFiT
Esplicitando le equazioni, per esempio in un sisteim equazioni complesse a componenti 1,
oppure 8 equazioni fra grandezze scalari, le duazqgni_coincidonpl’'una essendo una
particolarizzazione dell'altra pen, = 0. Si ponga infatti nelle equazioni di Maxwell:
F = (E; + jE) + Tji(H, + jH)

E, = E, + iE,
E, = E, + iE,
H, = H, + iH,
H, = H, + iH,

Questo non é che un diverso modo per raggruppamitalezze di campo, esserdd solito ( e
gia definito al paragrafo 5):

F = (E, +iE, + jE, — TH,) + Tji(H, + iH, + jH, + TE;)
Il raggruppamento, come si vede, mette in evidémgmrandezze trasversali (sul piang,y)
rispetto alle grandezZdongitudinali (“perpendicolari” al pian®, y). Con un po’ di passaggi Si
perviene, separando gli indici come indicato, astgle

a .0 d d .
J,ij (——l—)El+£Et+—lHt =0

dx  dy T
1,i <6+_6)E aE+a'H—0
L ox lay SRFPRUMIFEL
Ti, T (8 'a>'H+a'H+aE—O
. ax  Tay)tt Tzt Tt T
Tji,Tj <a+'a>'H a'H+aE—0
IbTT \Gx laylt 9z 9T
Queste sono anclesattamentie equazioni di Dirac com, = 0 per le grandezze complesse (*):
Y, =E
¢3=_Et
lpz:le
Y1 = iH,

come scritte sui libri e sviluppando la formalaF = im,FiT, cioé:

( da 0 ) N 0 N Jd _0
ax lay lp4 azlp:% (a,l_ lmO)lpl -
(6 ny d ) d N Jd _ 0
ax l‘ay 1103 azl/)‘l- (aT lmo)wz -
<a ; a) PP =0
ax l‘ay 1102 azwl (aT l‘mO)l/)3 -
(6 ny 6) d N d ny 0
ax lay lpl azlpz (a,l_ lmO)lp‘l -

(*)Nota

In un mio successivo scritto del 2009 “Clifford &lgra and Dirac equation for TE, TM in
waveguide” yiXra:0910.005% successivi ho usato un segno opposts fh= im,FiT, cioé
0*F = —imyFiT. Questo porta nelle equazioni di Dirac scrittéoima estesa ad un cambio di
segno dim, che si ripercuote in uno scambio fra la copfpjay, e la coppiap;, ,, col risultato
cheyy, ¥, sono identificati come campi elettrieip;, Y, magnetici(n.d.r.).




Perchél confronto? Cosinteressa? Cosa mi dideconfronto? Cos'@ Prima di proseguire, vorrei
fare alcune considerazioni di natura discorsivaspegare almeno a parole il senso (debsensi)
di queste elucubrazioni. Per lungo tempo il sigaifo recondito delle equazioni di Dirac é rimasto
nascosto. Anzi, esso e tuttora nascosto, dato@me’a certamente in giro nessuna affermazione a
mia conoscenza del tipo di quelle che io sto faceR@r me entrambe le equazioni debbono
condurre, necessariamente, ad una formulaziong anccomuneche discuteremo fra un po’, e
che e, per entrambe, la affermazione di essereiadatffomagnetic{o, se si vuole, in un senso
ancor piu chiaro ed espresso piu modestamenternmirti analitici 0 geometrici, o di linguaggio
convenzionale dei nostri mezzi espressivi, d’essateambe la espressione della analifjcita
Veniamo a noi.
Il senso recondito, il significato delle componedellay di Dirac espresso come grandezze di
campo, non e stato chiaro per lungo tempo, anaitutt perché era vietatthiederselo. Ed é tuttora
vietato. L'unico senso lo si da¥&¥*e Y T¥* (*). Come ho gia detto per me questa & I'espressio
del fatto che si rinuncia a priori a conoscereakefdelld? e si descrive il fenomeno senza la fase
(cosa peraltro che, in mancanza di “phase deteatddie canali | e Q, saremmo costretti a fare gia
nell'infrarosso, o gia a 300 GHz, o gia in bandasé&/non avessimo la tecnologia. Quindi: la
mancanza della conoscenza e della tecnologia hatparun divieto) [5].
Torniamo a noi.
La corrispondenza che ho scritto frallg ¥, ¥, ¥, € le componenti di campo elettromagnetico
E,, E;, H,, H, non & detto che sia torrispondenza. E urmossibile corrispondenza. Infatti le
equazioni di Dirac hanno svariate possibili “fordedla equazione di Dirac” (evidentemente
attraverso tutti i possibili raggruppamenti divaslse si possono creare fra le componenti, pur di
lasciare inalterate certe grandezze che sonoéeasali diamo significato, tipo EHT¥™).
Tuttavia la corrispondenza trovata ci crea quargaarun indizio, o una strada per cercare di
assegnare un senso alle componenti di Dirac.
Potrei portare svariati altri esempi ma non mi wmdilungare troppo: noto solo che le soluzioni per
onda piana della equazione di Dirac portano a d@tle seguenti 4 soluzioni assai semplici:

¥ = (1/)1; 1/)2; lpg, lp4) = (ela)ot, 0,0,0)

Y= (l)bll l)bZl ¢3' l/)4) = (01 elwot, 010)

Y= (l)bll l)bZl l/)3' l/)4) = (0101 e—lwot, 0)

Y= (1/)1; 1/)2: lp3l l/)4) = (0,0,0, e_lwot)
in meccanica quantistica interpretate come maeeaatimateria, con spin di geadi la Codeste,
trasportate in termini dt;, E;, H;, H; hanno un significato elettrico in parte suggestima in parte
chiaramente ambiguo e incompleto.
D’altra parte , la cosa non deve preoccupare né pégunto, perché, qualora sia vista in termini
elettromagnetici, la soluzione della equazione idh®ha chiaramente componenti di campo troppo
schematichePer esempigy;=e ~'“ot significak, + lE, = e~t@ot: j| campo sarebbe un campo
elettrico trasversale che gira da solo in poladiz#e circolare. Suggestivo, ma un po’ incompleto.
Dunque, riassumendo, abbiamo forse una via peareenna identificazione. Ne piu, ne meno.
Proseguiro nel prossimo paragrafo.
Prima pero faccio un altro esempio suggestivo. assibilita di scrivere le equazioni di Maxwell in
termini did* invece che ddiv, rot, ........ apre ora la possibilita di scrivere le eqoaizdi Dirac
in termini didiv, rot invece che di*. Esse pep = 0 suonano cosi:

V-E=0, V-H=

(*)

e a un po’ di altre grandezze “osservabili”.



Prendend® x V x E = —V2E = —%(V x H) + imy(V x H) e sostituendoW x H si ottiene con

un po’ di passaggi:
2
2 - - _ 2 -

V“E — FE = mOE
cioé la richiesta equazione di Klein Gordon perdeponenti di campo (idem pEfr). Quelle scritte
sono dunque (giustappunto) “le equazioni alle @eiprime che corrispondono all’equazione di
Klein Gordon alle derivate seconde” cioe le equaizitd Dirac.
Ma se le guardiame pensiamo allimmaginarioche vi compare in termini elettrotecnici,
vediamo che la equazione

VxH=E+LmOE

presenta un termine che contiene una corrente

f = imOE
in luogo della abituale

J=oE

che siamo abituati a considerare.
J = oF significa (per un mezzo can=+ 0) una dissipazione di energia per effetto Joule. Un
terminej = imoﬁ (tipo I = iwV) significa corrente “in quadratura”, cioé energattiva, cioe
energia che c’éa non si dissipa.
Di qui ovvie elucubrazioni (per esempio di “ciraw@qjuivalenti”) che tralascio; di
immagazzinamento di energrainduttanze o capacita, spaziali.




8 — Le guide d’onda

Le guide d’onda sono il “posto” piu adatto dovesigpossa rendere conto di come nascono le
equazioni per una particella dotata di massa. Mastwra come nelle guide d’onda valga
esattamente I'equazione di Schroedinger (o lagettiva “esatta”, relativistica, di Klein Gordon)
per una particella di masga, (wy)-

Uso “selvaggiamente” le unita di misura, nel sects® scrivero indifferentemente, considerandoli
equivalentiw, 0 m, 0 I'energiak, (e cosi faro per I'impulsp e il vettore d’'ond&) tanto,
scegliendo acconciamente le unita di misura (ibraperc? o per la costante di Plail la
pulsazionew si identifica con I'energial = hw) e a riposo si identifica con la mas&g € myc?).
La caratteristica fondamentale di una particell@t@odi massa e di dare un autovalore per
I'operatore dell’energia tale che a riposo si idfestti conm, = w, (in parole povere questo
significa che la funzione d’onda o il campo harmeoiposo, I'aspette*i“ot, come del resto
abbiamo visto avviene nella equazione di Dirac).

La struttura del campo in una guida d’onda, inipaldre per uno specifico “modo” in guida
d’'onda, con taglio alla pulsaziong, € anzitutto che esso nasce solo se la frequarzalo o
I'energia raggiungono almeno il valogg (altrimenti non nasce un bel nulla). Se la frequaecioe
'energia a disposizione e almeag nasce e si materializza per la prima volta un @Gamp

Essoe fermo

(Infatti la sua energia & appena sufficiente pemtergerlo in vita fermo).

La struttura “descrittiva” del campo in queste daiahi, come € noto (vedi per esempio Ramo
Whinnery) e quella di un’onda che si palleggialé&aareti e resta li, cosi:

Quando, se e quando, la frequenza ovvero I'energice, il campo si propaga, cosi:

P
pi —e_’ug:alea//\/\@\

cosi cosi cosi

Esistono tre grandezze caratteristiche fra loratiegche descrivono il campo in guida in una di
gueste situazioni generiche, e sono:
- lafrequenza (ovvero la pulsaziowe ovvero I'energid);
- il vettore d’'ondak, (ovvero I'impulsop lungo I'assez di propagazione);
- il k. (keritico, OVVETO la pulsazione, al taglio, ovvero I'energia a riposo 0 massg
e queste grandezze in gioco sono legate dallaioakz
w? = k% + kZ
OVVero:
E? = p? + m}



Ariposop = 0, E2 = mZ.

In particolare dunque a riposo (alla frequenzadiiv) quanddc, = 0, risultaw? = w = k2.

La condizione suk, € imposta dalle condizioni al contorno.

Insomma, conclusione:

il modo in questione si muove obbedendo alle rel@aneccaniche (relativistiche) a cui obbedisce
una particella di massa,, impulsop ed energid& (energiak,= pulsazionev,). A riposo,

I'energia si palleggia li

Ci si puo divertire a scavare in tutte le relaziefu analogie che possono venire in mente, ma tutto
conduce ad una rigorosa corrispondenza fra il nbdmassa’w, = m, ed una particella di massa
my = w, (esempio: lal in guida esibita dal modo & esattamente uguael ali una particella di
massan, = w, che si muove con impulgg sperimentalmente esibita negli esperimenti di
diffrazione con fasci di particelle

D’altra parte e difficile sostenere che si traftaima semplice analogia formale ( o per meglio:dire
un deficientgotrebbe affermare che si tratta di una analagiadle. In realta abbiamo .... luce
immagazzinata o che viaggia, in entrambi i casi).

E peraltro assai istruttivo fare tutti i possilsitinfronti e analogie che dicevo (*).

Ma andiamo oltre, perché le cose interessanti gaetle che seguono.

Ogni componente di campo soddisfa in guida allaziehe(vedi Ramo Whinnery)

d%F 1 9%F
O o mag =k
0z% c? 0t?
cheé ....... I'equazione di Klein Gordon per una gaita in motocon un impuls@ = p, in
direzionez e massan3 = k2
E? —p7 =m§
0%F 0°%F
i — 2
(lblS) ﬁ — ﬁ = mOF

(quindi, in approssimazione non relativistica, pecole velocita, ovvero per pulsazianmiche si
discostano poco da,, alla equazione di Schroedinyjer
Ma allora ..... qualcuno sta rubando; dov’é il truco
Come e possibile che ogni componente di campo shadla equazione di Klein Gordon .... dato
che quello & un campo elettromagnetico ...... e qusnddisfa alle equazioni di Maxwell.. e
quindi al 2° ordine soddisfa alla equazione d’anda

d0%F 0%F 0%F 0°F 0

dx? + dy? + dz2 odt%
e nonalla equazione di Klei Gordon:

d0*°F 0°F 0°F 0°F

_ — 2
oxz T ay2 Y o2 T2~ Mok

E semplice.
Ogni componente di camppoddisfa (sembra che soddisfi) in guida alla equezdi Klein Gordon
perché ogni componente di camgumddisfa in guida anche alla equazione agli albova

(*)
Si puo fare una divertente, pittoresca e non casagdervazione notando che la composizione
grafica dei movimenti, con le notazioni

E
my

_e_>
p

corrisponde secondo il teorema di Pitagora allantda relativisticat? = p? + m3. (n.d.r.)



0°F 0°F

= 2
2) 2zt 3y k:F

Qualcosa (qui le pareti) determina un autovalaipaso per ilk2, cioé per la massa.

Facciamo ora 'ultimo passo (peraltro ovvio ma ¢tmho evidenziare). Se si trascura la variazione
di campo sul piano trasverso, ovvero sul piang ovvero si assume un’approssimazione per onde
piane del campda equazione di Klein Gordon (1bis) o (1) codiventa rigorosamente vera per
una qualunque direzione# p, di propagazione:

=
&

=Dz

Y

ﬁ = pxi-}_pyj-}_pz'ié

ovvero e vera nella sua forma completa:
d0*F 0°F 0°F 0°F
+t—+-—- =
d0x? 0y? 0z% 0Ot?

(Dunque questa € rigorogan per il campd, ma per la approssimazione per onde padgieampo
F. Diciamo: “ottica fisica”).
(Voglio appena osservare che questa sarebbe uteiwae piu che sufficiente per un pacchetto
d’onde o un fotone nell'infrarosgper esempio) che si propagasse in guida. Prababik, non
sapendo misurare niente sul piano trasverso, saogoninthe soddisfatti di descriverlo per onde
piane).
Dunque riassumiamo le cose.
Se Schroedinger negli anni '20 avesse avuto piuliita con i campi in guida d’'onda avrebbe
probabilmente scritto immediatamente ... “I'equazioneulatoria per una particella di magsg*
cioé
“una funzione d'onda&(z, t) scalargale da rappresentare correttamente tutte leteestiche
meccaniche del moto (relazioni fra massa, impuwsergia) e tale da riprodurre nello stesso tempo
correttamente gli esperimenti di diffrazione cosciai particelle”.
L’avrebbe scritta immediatamente intendo (comelperha fatto) riconoscendo pero che gli
bastava assumere, per la bisogna,fmt) componente scalare di campo in guida. Con cio
avrebbe peraltro evidenziato anche il significatladmassa a riposo: palleggiamento di energia del
campo, che non si propaga, ma.e li
Avrebbe anche intuito chiaramente cosa stava faendioé che si stava accontentando di una
approssimazione per onde piaper di piu scalare (cosa, peraltro, largamendglisfacente).
Avrebbe riconosciuto che stava facendo un modeléggi, o0 come diremmo noi di “physical
optics”.




Volendo poi soddisfare alla libidine di far deviapgesti raggi nel passaggio entro un campo
(elettrico per esempio) gli sarebbe bastato, piteao (come peraltro ha fatto .....) mettere dentro
la fase del raggio (cioé aggiungendola alla enevyianche I'energia comunicata dal campo (cioé

2
eV = Z%). Avendo messo questo termine dentro la fase (oWazione) automaticamente

I'inseguire il pacchetto la dove la fase (I'azio®edtazionaria gli avrebbe descritto dei “raggi
curvi”, che si incurvano entro i campi elettricigoalogamente entro campi magnetici).

Questo & quello che ha fatto, piu 0 meno.

La stessa cosa ha fatto Dirac quando nelle equad#bd® ordine aggiunge nella “Hamiltoniana”
(energia totale) i campi elettrici e magnetici.

Ma, tornando a Schroedinger, io direi che avrehlteraaticamente fatto assai di piu, perché:

- la equazione che avrebbe scritto sarebbe statado maturale ... relativistica (cioé
direttamente la equazione di Klein Gordon, la qsakarebbe mostrata “equazione di
Schroedinger” solo per basse velocita ovvero imr@ggimazione non relativistica);

- sarebbe stato ovvio che una funzione d’onda scédare il rappresentare I'onda piana con
una sola componengealare) avrebbe potuto rappresentare solo utiagla non dotata di
spin; e per rappresentare una particella dotagpidi(successiva equazione di Pauli)
avrebbe per lo meno dovuto trattenere due compodiecampo.

E chi piu ne ha piu ne metta. V’e tutta una serigtériori corrispondenze:

- Yy e l'energia del campo (*), e normalizzando a dtsene la “probabilita di dove trovare
la particella” (lo credo bene: € la sua distribugali energia);

- il pacchetto si disperd@:(z, t) dopo un po’ sparisce (traduzione: la guida d’oada
dispersiva, la velocita di gruppo e funzione dé#muenza per cui le varie componenti dello
spettro di Fourier di un pacchetto d’'onde dopo onspdisfano).

Eccetera eccetera. A causa di questi indizi dobbjaoncredo, esaminare le possibili relazioni &a |
equazioni del 1° ordinecioé di Maxwell e di Dirac. Fino ad ora abbiamedchiaramente
compreso significati e relazioni fra le equazioael &° ordine. Dall'esame delle equazioni del 1°
ordine possiamo aspettarci tutto quell’arricchinsegtiorme di significati che apportano.... le
equazioni di Maxwell.. rispetto alla assai piu banale equazione d’obdacio che abbiamo visto
sul ruolo di “trucco” esercitato daf, che viene trasportato dal 1° al 2° membro madaiifeto cosi
apparentemente la equazione dalla equazione datedaquazione di Klein Gordon, possiamo
aspettarci un gioco (o un ruolo) analogo sulle egum del 1° ordine, cioe sulle equazioni di
Maxwell.

In parole povere il sospetto e che la costantegsziond,. (0 w,) nelle equazioni di Maxwell
venga trasportata dal 1° al 2° membro ingenerandbuna approssimazione per onde piawie
“ottica fisicd per la quale vale I'equazione di Dirac.

Anche qui ci sarebbe da scrivere un libro ma patise (**).

Analizzo ora aspetti di fisica matematica e prolmaénte non casuali accostamenti con la
meccanica quantistica.

Esiste i0 penso in matematica (o in fisica materaatutto un analogo arricchimento di significati
che comporta il passaggio allo studio d€fispetto allo studio deld*.

Il 0* come dice Hestenes non & mai stato trattatoicafreatematica semplicemente perché era ...
un operatore sconosciuto in fisica matematicaréntéassi di polinomi e funzioni speciathe

*)
Pill precisament®T¥*, o FTF* per il campo elettromagnetico, da quadrivettorergia e impulso,
vedi miei scritti successivi (n.d.r.)

(**)

Ho affrontato e risolto questo aspetto in mieiticsiiccessivi (n.d.r.)




erano tutti noti da equazioni del 2° ordinengono riportati alla soluzione di equazioni fel
ordine(come vedremo, funzioni di Besgg| spherical Bessel functioris, Legendre polynomials
P" eccetera) con tipi di legami che io assimilo allgfra e*? e cos ¢, sin ¢ che_non conoscevamo
fintantoché definivamo le partos @, sin ¢ tramite equazioni differenziali alle derivate sede
senza accorgerci che la vera funzione (e la forrdulgulero) sono definiti da un’equazione
differenziale alle derivate prim&ccetera. Questo, almeno, € cio che sembra a me.

Il “posto” migliore per porci tali tipi di domandiancora una volta un problema di guide d’onda, in
simmetria circolare_(nosezione rettangolare) nella quale, presumibilmdatenule di
polarizzazione circolare o di “spin” assumono lalfbrma piu spontanea.

Dobbiamo quindi esaminare in un certo dettaglisdieizioni in guida circolare, con la separazione
delle variabili operata non conkf al 2° ordine ma con un (presumibile) al 1° ordine ... cioé
nelle equazioni di Maxwell ... cioe sulla equazi@ié& = 0.

Il problema e che ..... nessuno si € mai posto blgrma di separare le variabili nelle equazioni di
Maxwell, al 1° ordine, di solito lo si fa nella eagione d’onda; non fosse altro perché nessuno in
fisica matematica ha mai usato I'operatdienon fosse altro perché ... non c’era (o forse qumlcu
negli Stati Uniti I'ha fatto. Se qualcuno I'ha fat si € imbattuto in raggi carichi, qualcun altro
penso si sia posto la domanda “potrebbero esséirgquesti raggi carichi per spararli addosso
gualcuno?”).

Lo faro nel prossimo paragrafo.




9 — Le funzioni analitiche in guida circolare

Il problema della separazione delle variabili nelipiazione del 1° ordine in guida circolare
0'F =0
e di una semplicita ed eleganza notevole (dopo)fatiche se mi dilunghero a lungo nei passaggi,
ed e propedeutico al piu generale problems inz, T che poi sarebbero .... le cavita sferiche.
La equazione sopra, cioé la equazione di Maxwefjuida circolare, si pone, da un punto di vista
squisitamente di fisica matematica, come il “rieeecle funzioni analitiche che siano funzione delle
coordinatex, y, t".
(Risolvero il problema per il campo elettromagnetia riposo” per non introdurre noiosamente una
ulteriore dipendenza da tanto € owvia).
| gruppi di ricerca internazionali sull'algebra@iifford hanno, secondo me, scoperto un “giochino
che funziona” in modo eccezionale e da risultattemetici a iosa, solo che non avendo capito
perchéfunziona (cioé, che funziona perché non vuol dissolutamente niente, se non il fatto,
importantissimo, di precisare il nostro linguaggeole funzioniche intendiamo usare nel nostro
linguaggio) partono dalle questioni gia di per s#mplicate, tipo la equazione di Dirac, le
“monogenic functions¥", per andare allinsicome complicazione (algebra di Lie, spazi a n
dimensioni, simmetrie SU(3) e SU(4), famiglie dirtpzelle) perché ovviamente essendo
matematici,_generalizzan€ioe, cio che e il punto di partenza, gia di pémuovo, e difficile da
apprezzare e da capire, per capirlo lo general@zan
Invece secondo me e importante venire all'ingide riesaminare tutti i casi piu elementari che
hanno insegnato come strutture di base della fisiatematica o dei campi elettromagnetici, per
riuscire a maneggiare e apprezzare questi nuowimsinti; per rispondere alla famosa domanda
fondamentale della fisica: “ma noi, cosa diavokwvamo dicendo?”.
Dunque, tornando alla separazione delle varialelianequazion@*F = 0 in guida circolare, noi
non abbiamo nemmeno la piu pallida idea di comesgsa voglia dire, separare le variabili. Esiste,
per esempio, un problema di anticommutativita fididi, per cui le usuali scritture nelle quali una
soluzione si tenta di scomporla per esempio nelia&
F(p,¢,t) = R(p)®(p)T(t)
gui come si scrive? (perché non é indifferentediioe con cui si scrivono i termini).
Procedo per tentativi e suppongo, per vari modivporre
F = Fy(x,y)e @0
Faccio l'ipotesi chd’; (x, y) contenga eventuali indici esemgig, Ti, T e suppongo un termine
e~'@o7 con lindicei che (in quanto bivettore= ij) produce rotazioni sul piangy (*).
Dire che la soluzione ha quella forma equivalera dihe c’é urk., un autovalore per I'energia a

. , 2 . . JF . e
riposow, ovvero per | operatore- (F)i che fOI’nISCEa?l = wyF. Quindi 'operatore corretto che

da un autovalore, sulla funzionez~‘“°* o0 meglio sulla funzion& = F;e~'“° (doveF, ha indici
vari) é piu 0 meno il solito della meccanica qustita
oF

i— = F
ot @o

: . 9F . . L
ma in realta &-i = wg (é fondamentale la posizioneida destra).

*)
Non mi ricordo assolutamente perché ho deciso eljlmre arbitrariamente il segeo“°® invece
di et'®o”, Probabilmente ho deciso di scegliere il segn@o” invece die*'®°* solo allo scopo di

. . o , : .. @F
meglio proporre una analogia con la meccanica egigrat dove I'operatore dell’energiai & e

—OnT | v . OF " , _
produce core ~'®o? i rlsultatoza = wyF ovvero un autovaloreé w, positivo per I'energia (n.d.r.).



Ma per farla breve, riassumendo, a parte “autovpkarl’energia”, ho da risolvere la equazione:
0°F =0
. a . a

axyF-FTgF:O 0 =axy+Ta

Pongo, corF; = F;(x,y) con indici vari:
F = Fy(x,y)e @0

ed ottengo:
Oy Fre ™07 + T2 (Fie™@07) = 95, Fye ™90 — TayyFyie™1@07=0
Si pud dunque (in barba ad indici anticommutativij) semplificare ure~'“o% da destra Si
ottiene la nuova equazione, avendo distinto lebdrx,y o (p, p) dart:

a;yFl - T(U()Fli = O

Scrivendo in modo esplicitdy, = % + i% e ammettendo la possibilita di un possibile doppi
degno pek,. = w, Si giunge infine all’ equazione (*):
oF OF

or Lot .
6x+lay +Tk Fi

che e I'equivalente al 1° ordine della (2) del paente paragrafo

0°F 0°F

- = ]2
5%zt g7 = KT

Abbiamo quindi trovato I'equivalente al 1° ordinelld separazione delle variabili nell’equazione
d’onda(la cosa che subito si nota, fra I'altro, € cheario dugpossibili costanti di separazione che
corrispondono akZ, cioé+k, e —k.).

Pongo ora, cercando un possibile FEjn questa forma:

F,=E+TH

dove ipotizzaE con indicil,i e H pure con indicil, i in quanto mi aspetto componenti per un TE a
riposo,Ey, Ey, H, 0 E,, E,, H, (vedi Ramo Whinnery) e perai aspetto anche che il termiag!®o?
generi, per rotazione, gli inditi i che inE = E, + iE,, restano tali, mentre inA gli indici, con la
“rotazione” prodotta dall'esponenziaée {“o%, passano d&H, aTiH, e daTliH, aTH,.
Brevemente, mi aspetto compone\j £, H,, H, e indici1, i, Ti,T.
Sostituendo e separando gli indici si ha:

OxyF1 — TwoFyi = 05y (E+TH) — Two(E +TH)I =0

05yE — woHi = 0
05y TH — TwoEi = 0
Osservo chéy, T = Td,, e quindi sostituendo e semplificanBiaa sinistra arrivo infine al
seguente sistema di due equazioni tra grandezzplessel, i:

*)

Quindila chiave di lettura e: se iy € analitica sul piano trasversy, F; = 0, si ha un campo
statico e, in moto, un TEM, la massa e z&e cade la analiticita sul piampy, c’é massal a
massa si presenta dunque come I autovalore deladpredy,, (in spazio saray,,).




OxyE — woHi = 0
Oy H — woEi = 0
Passo in coordinate ¢ dove € (come mi sembra di avere gia scritto adtyov

6*—r26*—ZZ*6*—Zl 3 = l.(pl( 6+_6>_ i¢(a+i 6)
—2? Tz TR T Uy lago — ¢ \or rade

e quindio = e~ (% — %%) per cui ho il sistema:
ei‘p(i+£i)E—w Hi=0
or rade o
e—i¢’<a _Lo )H—w Ei=0
or rade o=t

Tento ora una separazione fra le due restantihifiriae .
Pongo per questo:

E = Ry ®;

H = R,®y
e sostituisco

i (ORs i 9y _
e (?(DE + ;%RE) - wORH(le =0
o (ORH i 0y ,

e ¢ <W¢H _;WRH> - a)OREQEl =0

Una possibilita (guardando la prima equazione)yoter semplificare le funzioni angolabi
lasciando cosi un’equazione per la sola variahikeche si@'¢®; = @,. In questo modo, fra
primo e ultimo termineg¥ @, se ne va coby.
Se &P, = @, & pured; = e, il che giustappunto & quello che serve per seivaldd, e
e~ 9@, nella seconda. D’altra parte questa doppia impmsz
e P, = oy
e P, = @,
e semplicemente interpretabile come:
“dp gira, edy gira con un gire'¥ in pit”. Cioe:
Dy =e
¢ = eine

i(n+l)e

con cio, derivando, si ottiene (*):

0Py
W = l(Tl + 1)@1_1

0P
de
per cui, sostituendo il tutto, si ottiene una megaslificazione e resta:

*)
Nota bene: questo equivale agli autovalart- 1) en per I'operatore del momento angolare
orbitaleL,. Infatti

,ddy

_;9%H _ _; 9% _
A =(n+1Ddye A =ndg

= ln¢E



Ry
—_+ - (n + 1)RH lRE = 0

or
E)RE 1R R0
or rnE Y =

Queste equazioni hanno una struttura che si riptaggu e piu volte in meccanica quantistica (*)
(esempio in Schiff, Bjorken e Drell, Landau. Halaatruttura delle equazioni per la parte radiale
delle 2 componenti spinoriali del’'equazione did&mper I'atomo di Idrogeno).

Hanno una struttura ...... che si ripresenta semprehpes I'equivalente al 1° ordine di “usuali”,
“abituali” equazioni alle derivate seconde. @Queste equazioni sono le equazioni al 1° ordine
equivalenti alla equazione di Bess¢ete si presenta ... come un’equazione del 2° oydine

Infatti se ricavaRy dalla seconda e sostituisco nella prima (e viga/perR) ottengo
indifferentemente:

0°Rg 10R; . .
, or? r or *( )zE_
0°R 10R n+

- S+ (1- —( YRy =0

or? r Or
risolte dalle/,,, /,,+1 (0 ancheV,,, N,,, oH(l),H,(l?1 e ch| pil ne ha piu ne metta).
Le equazioni del 1° ordine (che come vedremo fraairsono anche una singaguazione
complessa alle derivate parziali prime) pongon® reevidenza che esiste “un raggruppamento
particolare” delle funzioni di Bessel che ha sens@ “coppia” ben precisa (che é I'equivalente di
dover prendere non gia des ng, sin ng bensi la funzione™? = cos np + i sinny).

Prendiamo per esemply, = i/, 41

H = if4q1(r)e e

Sostituendo nella equazione del 1° ordine chEEdz‘ai ha:

0Jn+1

Rp=—""+= ( + Dfpsr = Jn

Valgono infatti per le equazioni di Bessel le sefguequazmnl ricorsivéche altro non sono .... che
il sistema di equazioni differenziali del 1° ordine valide per Ig,,, N,,,, H(l) ,(12))

0,4 n—1
anrl_ Jn-1+ /=0

aJ
a: + ]TL ]Tl—l = 0

Riassumendo e ricombinando il tutto arnwamo sliato finale: la soluzionk é del tipo

F = Unein(p + Ti]n+1ei(n+1)(p)e—i(uor

Dico “del tipo’ perché:n puod essere qualunque e in particolare abbiamicastiat 0 e stati a

n < 0; poi abbiamo le corrispondenti soluzioni eof“o?; e le funzioni di Bessel potrebbero
essere le funzioni di Hankel o che so io, e comarsipresenterebbero in coppia; eccetera.
Sommando soluziori~“°T an positivo en negativo e poi combinandole con la corrispondente
coppia ma com”‘*’of vengono fuori i campi TE in quida circolartee singole soluzioni invece

*)

In realta probabilmente sarebbe stato meglio pdrmella formaH = R, ®,i ma non ho voglia di
rifare i conti. Se avessi postb= Ry, ®yi, nelle equazioni non sarebbe comparso 'antiestéin
iRg €iRy. Inoltre ho postav, = 1 per comodita.



Misurando lo spin della soluziorieo meglio misurando il momento angolare orbitale
(insomma, facendei%) si osserva che il 1° termine di campo elettriaaud autovalore. Il 2°
da un autovalore + 1.

F nel suo complesso non da un autovajmeel’operatord., = —iai.

@
Tuttavia si puo vedere che I'altoperatore che gia ho scritfg, quello del momento angolare

totale (orbitale + spin)

J,=L,+S
da un autovalore ..... che & intermediorfran + 1 ed én + %

“Ilmomento angolare delle soluzioni analitichéa un valore semintero composto da un momento
angolare orbitalea e uno spin ¥2”._(Altresoluzioni hanno invece spin -1/2).
E un modo di dire? lo non lo so, quello che so&lelsoluzioni esatte dei campi elettromagnetici in
guida circolare si ottengono mediante combinazit)nili soluzioni, dotate di carica e corrente, e di
massa a ripose,, che si muovono con massa, energia e impulso aditedlle relazioni
meccaniche previste dalla relativita per le paliéod massan, = w,, € che mostrano valori
seminteri come autovalori dell’'operatgredel momento angolare totale. Fittizie? Boh!
Riesaminando la soluzione finale si nota una carpesticolarita cioé che nella espressione

F = Unein(p + Tl-]n+1ei(n+1)<p)e—iwor
le variabilir, ¢ honappaiono separate (come sono, invece, nelle gnmgotiE edH). Infatti la
parentesi nomppare come il prodotto fra una funziongd una funzione di.

Tuttavia (sfruttand@“'(p/ZT = Te“'(p/Z) si ha la nuova espressione

F = e (], + Tifyp)el+ /29 gmio0t
dover, ¢ et sono separat& comparsa la particolare “Bessel function iperplessa” costituita
dall'insieme(J,, + TiJ,4+1), con indicil,i,Ti, T e nello stesso tempo e comparso I'esponenziale

el+1/2)0 con |’esponent€n + %) Ci viene dunque il sospetto che tutto cio siateal
particolare operatore che hatovalori S

J,F=m+ %)F

Ripartiamo dall'inizio cercandd come autofunzione dell’operatgtecon autovalorén + %).
Si arriva cosi con un po’ di passaggi alla equazioer la parte radiale (*)

L 1 L.
—L—;<n+§>i§+§i}l—Tw0‘§—0

Questa equazione differenziale del 1° ordine famia un sol colpo le funzioni di Besgglnella
forma “ipercomplessaf(r) = J,, + Til, ., € le equazioni ricorsive fra esse.

(Non solo l¢gJ,,, ma ancheV,,,, H.", H'?)

Se pong@¥ = R + TRy ottengo

ORy _np +iwgRy = 0
ar - E lwoRy =
ORy n+1 )
+ RH+l(l)0RE:0

or r
cioe il solito sistema di equazioni con le soliidugioni (€ scritto diverso dal precedente perché

questa volta (*) ho cercato soluzioni cgfi®o?).

*)
Per i passaggi dettagliati vedi Appendici



Questo esercizio serve se non altro a far capiestqula insorgenza di concetti quali “autovalori
del momento angolare totale” o “momento angolarbitale” o “spin %" non appare
necessariamente in connessione con la meccanicdisjica. L’'esercizio testé svolto, di risolvere
lad*F = 0, puo, infatti, essere pensato mmme un esercizio di meccanica quantistica bensi:

un esercizio sulle guide d’onda circolari;

ma anche

un esercizio di fisica sulle membrane circolari;

ma anche

un esercizio di matematica sulle funzioni analgic@uesti sono i fatti.




10 — Disegno delle soluzioni “cariche” in guida coolare

Fornisco solo alcune indicazioni sul “plotting” deimpi perché e troppo noioso esaminare le varie
soluzioni.
Prendiamo alcuni statirapiu basso possibile:
F = (Jo + TiJ,e?)e w0
F = UO _ Tijlei(p)e+iw0‘[
oppure anche/(; = —/;)
F = (J_ie % + TiJ,)etwo?
F = U_le—i(p _ Tijo)e+i(u0‘r
o combinazioni. Per il plotting dei campi convigirecedere cosi.
1) dapprincipio si fissa il tempo Si disegna cosi una situazione di campo eletfficongelata sul
pianox, y che successivamente ruota in modo rigido trarufeetatoree o che induce rotazioni
sul pianaox, y.
2) si passa ai coniugati.
3) si considera separatamente il campo elettrive,ha component,, E, ovveroE,, E, sul piano
x,y. Ad esempio:

E  campo elettrico

Jo

VA

E campo elettrico

J-1e*

Ve

4) il campo magnetico (*) ha componefitil'i quindiH,, H, (conviene per questo separare
e'¥ = cos @ + isin ¢ e quindi separarH, daH,).

*)
Nota bene: I'operatoret'“o* noninduce rotazioni sul piang y sulle componentt, e H,. Esse
pulsano con leggeos w, t esin w, t. Possono essere disegnate a prefissato, poi pulsano



5) si disegndl, (esempidl'iJ; cos ¢ oppure/y)

H, campo magnetico

Jicosg
VA
® &® O ® H, campo magnetico
®® ©
—& ® O > Jo

R ®

®®
® ® ®

©9 X

® .
® ©7 ®
[CJOXC'ROJXO)
®@®

6) si disegna la carica elettri%léE (ad esempio coH, = J, sin w, t Si fa la derivata e poi si
disegna)

carica




Complessivamente per esempio si hanno soluziaiinna carica pulsa scambiandosi con una
componented,.

7) volendo si possono disegnare le correnti.

8) ci si puo cimentare nell'interpretare i vari garalettrici e magnetici che insorgono, mettendoli
in relazione alle cariche e correnti che li generan

| significati sono oscuri.

Nota bene: dal punto di vista fisico il campo etatiagnetico si autosostiene, con termini di vettore
di Poynting (energia e impulso del campo) che somelazione con la forza di Lorentz in ciascun
punto.

In ognipunto la forza di Lorentz induce su ogni elematitcarica in quel punto una variazione di
energia e impulso del campo che, tra loro, si as@Hgono




11 — Soluzioni analitiche in 4D, ovvero cavita sfahe

Da semplici “elettricisti”, avendo interpretatodquazioni di Dirac come una approssimazione di
ottica fisica di “raggi pesanti e dotati di carslattrica”, possiamo permetterci di trovare le
configurazioni orbitali dell’elettrone nell’atoma @irogeno (*).

Possiamo trattare questo problema senza nesstimgafdo alla meccanica quantistica.

In realta, avendo noi chiaro il tipo di approssiioae, siamo portati (almeno 8ono portato) a
guardare con molta cautela il tipo di configuragiepaziale delle componenti di campo che ne
risulta (**).

Cio di cui possiamo maggiormente fidarci sono ..valori propri o autovalori dell’energia
(potremmo chiamarli: le frequenze proprie di osiibne) che risultano dalla soluzione.

Tuttavia stranamente (e questo va detto in omagladormidabile capacita delle approssimazioni
di ottica fisica) se ne ricava anche una informagzisulla distribuzione spaziale delle “orbite”, che
sono descritte .... dallg;™, e sono enumeratialley;™.

Peraltro invece risulta del tutto chiaro e inambiguyroblema delle cavita sferichdove i modi di

oscillazione sono anch’essi descritti dapfg, ed_enumeratialley". In questo secondo caso (delle
cavita) non v’eé nessuna ambiguita interpretativdaito che le componenti di campo siano
descritte, nella loro distribuzione spaziale, datd&uzioni dell’equazione di Maxwell*F = 0.
Naturalmente, almeno presumo perché per pigriaiel’ho fatto, anche qui, come nel caso delle
guide d’onda, acconce somme e differenze dellegmiuforniscono il campo elettromagnetico.
Conclusione: esistono forti sospetti di parenteda flue casi: i possibili modhelle cavita e le

orbite degli elettroni negli atomi. La corrispondarfra i due casi € uno a uno. Gli stati sono gli
stessi. Le configurazioni (angolari) descritte edi]* sono le stesse.

Gli uni si presentano come configurazioni di cangdoaltri (le orbite) come configurazioni

cariche; pero (nelle cavita) combinazioni di confagioni cariche di carica oppogta*) danno i
campi. Ognuno puo fantasticare su cio che ne sagaendo la propria personale fantasia (ad
esempio, anche se le cose non stanno in quesintesamplici, si potrebbe ricorrere a questa
immagine pittoresca: i campi sono fattiedi ede~. Se qualcuno rimuove wt da un campo
elettromagnetico, resta la configurazione spaziaien’orbita elettronica (di ua~).

Se invece ad un campo si aggiunge un campo’, si ottiene un campo elettromagnetico “neutro”,
cioé la oscillazione in una cavita.

Peraltro la aggiunta di un modo di oscillazioneutne” ad un’orbita “carica”, fa passare ad un’altra
orbita carica, “piu eccitata” della precedente.iéeversa. Si passa da un’orbita carica ad una
seconda, di livello energetico inferiore, medidatemissione di un campo elettromagnetico
“neutro”).

Faccio ora una lunga digressione.

(*)
O anche atomo generici, di carica nuclea# (Z = 1,2,3,---). Vedi paragrafo 12.

(**)

Distinguo qui fra un descrizione di dettaglio (¢i o meno ipotetiche “componenti di campo”) e
una descrizione di tipo piu integrale riguardaatéiktribuzione spaziale delle orbite (n.d.r.).

Gy
Da notare che (vedi Bjorken Drell) 'equazione diid@ per I'atomo fornisce entrambe le soluzioni.
Le soluzioni core* vengono scartate ovvero interpretate come posiramtimateria




In tutto questo discorso esistono enti geomett@nentari che sono /™ o ley;", che dominano
la scena. L&) sono le analoghe tridimensionali .... delle distziloni angolarie™?.

Le /™ .... sono le analoghe delle entitd geometriche (oariche) elementan™ e 1/2" del piano.
Perchécio avviene?

Stiamo scoprendo, come dice il gruppo di Cambritigproprieta dello spazio e del tempo?
Niente di tutto questo. La questione, secondo neeseguente:

che probabilita ci sono che gli enti elementarimtestro linguaggio differiscaner cosi dire) dalle
particelle elementari?

La risposta € secondo me (se il linguaggio € “eof). nessuna

E quindi non dovremmo meravigliarci che cio avverigdondo € un problema nostro. In fisica
sfugge troppo spesso una realta elementare, cida ma che poi viene dimenticata con frasi tipo
“ho trovato la legge di ...”, “ho scoperto”. In fisicioi non possiamo che raccontare cio che
avviene, O tentare di raccontakéestenes mi scrisse (in risposta a mie strareltazioni)
“nessuno ti dara credito, se non spiegando leanteni dell’elettrone”. Giusto, Tuttavia, se
vogliamo sottilizzare, noi non possiamo spiegailieterazioni dell’elettrone.

Noi non possiamo spiegalelettrone: possiamo raccontdrelettrone (cheeli).

Ora se ci si pensa (questa € una dizione probati¢neesatta ma suggestiva) noi diciamo che i
corpi sono fatti di atomi, di particelle elementaccetera, e le funzioni sono fatte di zeri, poli
eccetera. Componiamo i corpi con gli atomi e lezfani le componiamo con funzioni elementari.
Sarebbe saggi@nche se non obbligatorio, che le entita elenietih linguaggio matematico
coincidessero con le realta elementari della reait@stante che intendiamo raccontare. Ecco
perché puo ragionevolmente accadere questo fatparticelle elementari sono i numeri di base.
Lo sono, non per una magia dell’estetica, o peramacidenza, ma perché noi, nel giro e rigiro
secolare di pensiero e di matematica e di legigifes non possiamo che confluire, pit 0 meno
inconsciamente, nell’identificare le entita elenaenthe per somma danno i corpi con le entita
elementari con cui per somma formiamo le funzibmparole povere le™, z™" o le analoghe 3D

L sSono ..... (ripeto, questa appare come una pdissilha € una ragionevopssibilita) ....
sono_per forzali enti fisici elementari.

Ecco perché le", z™™ o le analoghe 3[@;" compaiono nella entita elementare “idrogefg’

Si potra dire; ma non e cofon e ancora esattamente cosi. Non tornano esatta le cose. Bene:
direbbe Schroedinger:”ai miei tempi si diceva ch€éderca non é ancora finita”.

lo penso che é cer(®) che la cosa possa avere una soluzione.

Bene (e questo é l'ultimo punto con cui terminosjadunga digressione) qui c'e di piu

C’e molto di piu. Anzi ci sono dueose in piu.

Prima qui ci sono un sacco di cose che tornano; sectigai siano un sacco di cose che tornano.

Si potrebbe pensare che abbiamo scoperto I'elettidai avriemmo semmai (se funziona) scoperto
il linguaggio adattoEccq allora, cosa c’é di magico, o che puo sembrar@ta misterioso, a volte

mistico, a volte difficile da capire nei suoi pegcloppure .... “interessante”, o altrimenti estetico,
oppure incomprensibile, o magari irrilevanf@uesto in funzione della fantasia di chi guarda.
(*)

Far coincidere le entita elementari del nostrodenggio con le particelle elementari, esempio
I'elettrone non e un problema dell’elettrone, mangproblema nostro. Di piu, € chiaro che cio e
possibile; basta cambiare il linguaggio (finchédaa non riesce, finché non s’e trovato il
linguaggio adatto).



Ecco perché le “potenze del numero” sono .... letertégli elettroni nell’atomo di idrogeno; e gli
stati s, p, d ... (vedi dopo) coincidono con la entan®ne dellep™ (vedi dopo).

Secondde insisto che questo secondo me questo € I'aspietisoddisfacente) avremmo, come
posso dire, precisato, finalmente, e dichiaratoaolstra fondamentale “ignoranza”. Avremmo
soltanto precisato la classe di funzioni che adeneeno nella descrizione dei fenomeni dello spazio
e del tempo. Avremmo, anzi, dapprima precisat@pbz® e il tempo, con i loro versori, e le regole
formali obbligate, conseguenti; e poi la classtidzioni, analitiche, funzione del punto P dello
spazio e del tempo. La legge generale valida ta tatfisica € che noi usiantuellefunzionili. La
legged*F = 0 non aggiunge nullaulla_sostanzédi cio che noi conosciamo del campo
elettromagnetico (e cosi eventualmente sarebble particelle elementari) .

Fine della digressione.

Tornando al tema, prima di risolvere I'equazi@ri& = 0 stabiliamo una relazione preliminare che

serve nei calcoli e che riguar@a Esso in 3 dimensioni & I'analogo esatto ...rdn due

z* —i

. re 4’ _
dimensioni ..... ecioe=——=e i Questo analogo @ stabilisce una relazione analoga

alla relazionee!(:-D¢ = ¢ ”Pe”"’ che connette gli statie (I — 1). Qui vale una relazione analoga,
ma un po’ diversa, che connette gli sta@l positivo o zerol > 0) con gli stati—(l + 2)

(perché? Boh!).

La relazione in questione & (*):

Z Z
Tyt = -+ DT P

Essa dice che se partiamo da uno stétoal > 0 le funzioninzp{” hanno autovalore negative|
momento angolare e precisameni@ + 2).

(un buon esempio di cio € la funzione analitica .¥,.= 1 (ossial = 0, y; = 1) a cui
corrisponde la funziong_, = Tf = Z%T che fa parte della funzione analiti¥a, = r‘ZZT* ==
gia incontrata).

La soluzione do*F = 0 procede ora in stretta analogia (“mutatis mutdidisn quanto avviene
per le guide d'onda. E:

(D ’F =0
0 anche
d
(2) OyzF +T5-F = 0
Pongo
(3) F = F,(r,9, p)e‘®ot

doveF;(r,9, ¢) ha indici vari. Scrivo (vedi paragrafo 4):

Z —T'ar
& Oiyr == (42T

e sostituendo

z(0F, 1 _
(5) <ar + - r Fl) + TFlwol = O

dove I'esponenziale é stato sempllflcato da deBtvago
(6) F1 = E1 + TH1

*)

Per i passaggi dettagliati vedi Appendici



da cui sostituendo nella (5) e separando le pantiecsenza 'indic& si ottiene

zaEl z 1F — 0
YRR S | 1Wol =
(7) Tr Or
z 0T H, +211’*TH + TE,wqi = 0
r or rr 1 1@ol =
Per provare a separafedaz?, Q “provo a porre
@ E, = RE¢Z”
8 z .
Hy = ;IMHRHL

la qual cosa mi serve per poter scrivere:
—I"Ey = =T RgyY;" = RglY"

9 z z

) {—F*THl = —F*T;t/){nRHi =—(+ 2)T;1/){“RH1'

Sostituendo nelle (7), si semplificada sinistra tutti i termini quaiiz/),m onl,blm e si ottiene,
sempre ponendo per comodiig = 1:

(10) ar
Ry 1

RicavandaRy dalla prima e sostituendo nella seconda (e idank pesi ottiene

0°R; 20R I+ +2
( H, - H+(1_( )( ))RH=O
(11) or? r or 2
0°Ry 20R; l(l+1) e 0
or2 ' r or *( IRe =

Queste sono le note equazioni del 2° ordine péa'dleencal Bessel functiongj, gia risolte (Schiff,
Stratton). Se si prend®; = j, le (10), a causa delle formule ricorsive (*) feg;l, siamo obbligati a
prendereRy = —j;,1 Per cui

z .
(12) F =" = Tj ;lpzni)elwot

Questa e la soluzione per le cavita sferiche,udtd analoga a quella per le guide cilindriche (**)
La enumerazione degli stati consegue alla enunwradellep;™ (per ognil, (21 + 1) valori per
m,dam =1[,l -1, — 2, fino am = -1).

(*)

Valgono infatti per le “spherical Bessel functions’seguenti equazioni ricorsiyehe altro non
sono .... che il sistema (10) di equazioni differahziel 1° ordine)

9j, 1
5 7tk =0
O, 142
ar " Jivr1 — 1

(**)
Solo successivamentieo scritto le equazioni del 1° come una singmjaazione complessa alle
derivate parziali prime, vedi Appendici (n.d.r.)




Esistono “stati & negativo” per calcolare i quali riparto dalla (7).
Questa volta per separaread, ¢ “provo a porre”

VA
E; =T—-Y"RgT

H, = TY"TRyi
la qual cosa mi serve per poter scrivere:
14 { [“E,=-T (Trl/Jl RyT) = (1 +2)(T =y} ReT)
—I*TH, = —T"*YI"TRyi = WTRyi
Sostituendo nelle (7) si semplificada sinistra tutti i termini quafr‘h,b{” ofol,b{” e si ottiene,
sempre ponendo per comodiig = 1:

OR [+ 2
R ¢ )RE —Ry =0
(15) oar
O _ Ly +R;=0
- - - - . ar r H- E .
Queste, considerate le equazioni ricorgiee le “spherical Bessel functions”
dji

l
9h_t. i o
a. ar (lr]lz-l)_]l+1
1 +2) . .
8:1+ Jir1 =i =0
sono soddisfatte d@y; = j; e Ry = ji41-
Il risultato finale

Z . .
F,=E +TH; = T;l/)lm]lﬂT + YT},

Z .
(16)  F= (=P T + Y] Tjiel "

(quindi qui—I'*E = —(l + 2)E mentre nella (12}-I'"E = lE).

Combinando “stati & positivo el negativo” e stati corw, € —w, Si ottengono i campi
elettromagnetici nella cavita (immagino: non I'taitb ma deve funzionare per forza, perché
0*F = 0 sono .... le equazioni di Maxwell).

La enumerazione degli stati, anche qui, preseetaognil, (21 + 1) valori perm (dam =1[,1 —
1,1 — 2, finoam = —I).

Gli stati totali, fra positivi e negativi (sempremnuw, positivo) sono (coincidono con ig"
disponibili):

perl =1 2l +1 =3 stati

(+3 negativi) 6 stati
perl =2 2l+1 =05 stati

(+5 negativi) 10 stati
perl =3 2l +1 =17 stati

(+7 negativi) 14 stati
perl =0 2l+1 =1 stato

(+1) 2 stati



Cio corrisponde alla enumerazios)g, d, f,---- degli elettroni 2 elettroni nello stato s,

6 nello stato p, 10 nello stato d, 14 nello stato f).

Il fatto che io abbia, probabilmente, sbagliatolgli@ calcolo qua e la, non muta la sostanza della
guestione; tutta questa non & meccanica quantistitceatematicae proviene dalla tecnica di
separazione delle variabili nella equazioriié = 0.

Oppure volendo, € elettromagnetisrdove opportune combinazioni di soluzioni “fitéZj con stati
positivi e negativi e con soluzioniHaw, € —w, (*), danno i modi possibili in cavita sferica. La
enumerazione delle soluzioni e il loro tipo di digtizione angolarg]™, corrisponde alle orbite
degli elettroni nell’'atomo. Possibile che sia soit@ coincidenza?

Bene, la risposta potrebbe essere: si

Puo benissimo essere una coincidenza: pero unei@deiza costituita dal fatto che ci siamo sempre
di mezzo naiUna coincidenza costituita dal fatto che stiaresativendo analoghi fenomeni di
base. Dei quali peraltro non sapremmo dire cisa0, cosi come il campo elettromagnetico non
sappiamo _cosa Creiamo, in fondo, dei “modelli” rappresentatilélla realta. Ma (questo € il
punto) mi pare che cid che chiamiamo campo eletigimatico inteso com& F = 0

“generalizzato”, abbia gia in sé tutte le complioaznecessarie perché si possa “tentare” di
descrivere, con esso, anche l'elettrone [6], @]}, [@]. Vanno, evidentemente, risolti ancora sari
problemi non chiari.

*)
Sempre se non ho sbagliato i conti, le soluzioni€®, si ottengono semplicemente moltiplicando
perTi da destra. Questa operazione lascia analitickellzioni analitiche e si ha

z .
F=Tji1 ;¢{”T — Tijipt)e ot

z .
F = (+jyi" + T;l/)lijli)e_lwot



12 — Ottica fisica e derivazione euristica delle ghe spettrali dell’atomo

Ho accennato a un tentativo di interpretazioneadsdjuazione di Dirac in qualche paragrafo
precedente.

Ora pero, per maggiore pulizia mentale, vorreiilascda parte I'equazione di Dirac e dimenticarla,
ragionando in termini di ottica fisica [10], “euitamente”. Intendo qui per ottica fisica una
approssimazione a raggi o per onde piane dellezémpiali Maxwell, quella cioé che abbiamo
discusso parlando di guide d’'onda. Supponiamo dlaéhe soluzione delld*F = 0, approssimata
per onde piane, rappresenti un pacchetto d’ondaadt massan, (per massa intendo energia “a
rposo”E, = w, = my), € supporro anche che esso sia carico, esempior@carica negativeae,
ovvero risenta della presenza di campi elettritzres.

Ho gia detto che il movimento di questo “raggioges e carico” possiamo descriverlo
2

introducendo acconciamente, oltre al valore di@adiberaw, il valore di energia, esemmo%,
allorquando esso transita nei pressi di una cdica

€B®®
S )
® @

CaricaZe

Potenziald/ = %

introducendo, dicevo, questo valore di energiaarfalse dell'onda, in modo che la traiettoria del
pacchetto si incurvi seguendo le varie posiziompadste dalla stazionarieta della fase (vedi anche
per esempio Landau, “Th. du champ”).
Chiamo “euristica” tutta questa procedura
Suppongo quindi che il campo sia del tipo (*):
(. Ze?

(17) F = Fle"l(“T)t
dove, come al solitdy; contiene eventuali vari indici non commutativi.
Come gia visto nel paragrafo sulle guide d’'ondastpueampo, in una approssimazione per onde
piane, soddisfa I'equazione, del 2° ordine, di Kl&ordon (intendo: per particella libera):

(18) 00*F = wiF
Tuttavia la equazione del 2° ordine sta dimenticarmmpletamente la struttura “per componenti”
dell’onda piana, in particolare non tiene contdadpblarizzazione. Una maniera sempre “euristica
per tenere conto delle componenti di campo senttartauvia € di considerare le equazioni del 1°
ordine corrispondenti alla (18), nella forma pezrapio

*)
Probabilmente scrivere questo equivale a dire: §d&in autovalore per I’operatoga% che é
imposto dall’'esterno”.



Dico che e una maniera “euristica” (*), un po’ gegaon so fare di megli@ un po’ perché non ho
nessuna idea di come diavolo verranno memorizeaterhponenti di onda piana nella (19) e cosa
significhinoesse. Una cosa é certa: la (19), invece della fi&)tiene la informazione delle
componenti di campdCome tale essa € una migliore approssimaziootida fisica del campo
elettromagnetico. O almeno si spera.

Pur se le ipotesi che abbiamo fatto sono estremi@merze, corrispondendo esse ad un approccio
di primissima approssimazioneediamo se ci sono soluzioni della (17) in (19).

Riscrivo la (19) nella forma

oF N
(20) Osyz F +T = —iwoFiT

Risulta, usando I'espressione (17):
oF 9 _i(gsZe 702\ _(n. Z€?
T_:T_Fle L<E+ = )t:_TFli <E+—>€ L<E+ = )t

at at r
e poi ancora:
(. Ze?
A - A7y A A U E+——
—lwoFiT == —ilwyF,iTe l( T )t
(.. Ze?
* * —Ii|E+—]t
axyz F= (axyz Fy)e ( r )

per cui sostituendo in (20) si semplifica da debteaponenziale (**) e rimane un’equazione nella
solaF;(x,y,z) o F;(r,9, ) se si preferisce:

Ze?\ . A
(21) a;yz F1 - T E + T Fll === —leFllT
Poniamo a questo puniy nella forma:
(22) F1 = E1 + TH1
e con la solita espressioneddj,, in coordinate sferiche si ha:
z(0F, 1 Ze*\ :
;<E+;F Fl)—T E+T Fll = —TwO(E1 —THl)l

(Ho trasformato il 2° membro usan@B, + TH,)T = T(E, — TH,) e poiiT = i).
Separando le parti con e senza l'inditsi arriva a:

( z0E; z1 Ze? ,

(23) ror rr r
20THy 21 oy TE+Z€2 E;i=0
r or rr 1 ( r wo) Byl =

A questo punto le equazioni sono perfettamentetictenalle (7), € solo diverso il coefficiente
dell’'ultimo termine, per cui senza bisogno di rfapassaggi si separano le variabili angolari come
gia fatto, e si perviene alle equazioni nella sola

(*)

Il dizionario, al termine “euristico”, dice:

“euristico (matematica): procedimento per analogimtuitivo, o approssimato, che permette di
dedurre leggi empiriche, prima che sia possibifgiegerle con rigore matematico”.

(**)

2
Nel faredy,, ,F trattoZ% come un termine fisso imposto dall'esteal@ampaF, come fosse
costante e non soggetto alle operazioni di derorei




or

OR; (L+72) Ze?
-+ Ry + (E+——=wo)Rg =0

OR; 1 Ze?
___RE+(E+_+(U0)RH=0
(24) r r

Queste sono equazioni note e gia trattate, vedegdboran et. al. “Spacetime Algebra and Electron
Physics™:

k-1 (E + 22 4 )
’ - - 0
(l;) - ZZ —KT— 1 (1;)

Dice Doran, “K is “a non-zero positive or negatimeegerK = (I+ 1) oK = —-(+ 1)".
Quindi conK = (I + 1), e cone? = a (*) si ottengono esattamente le (23)

[+2 Ze?
44 )v—(E+Te—a)0)u=0

l Ze?

( u'——u+(E+—e + wo)v =10
r r

iv’

Dice sempre Doran, “The solution of these radialatigns can be found in many textbooks (see,
for example, J.D. Bjorken and S.D. Drell. Relatii€Quantum Mechanics, vol 1. McGraw-Hill,
1964), and the energy spectrum is obtained fronetfuation

(Za)®
T nZ+2nv+ (L+ 1)2>

(25) E?=w? <1

wheren is a positive integer and= /(L + 1)2 + (Za)2.
Cio che ci interessa é che il sistema ammette molugolo per certi autovalori di che
coincidono con tutte le informazioni date dallariaali Dirac dell’atomo

. Ze?
(righe spettrali). Nel contempo la soluzione corteplehe & = (Rzy" + T§¢{*‘RHi)e_l(E+T)t,
conRg(r), Ry(r) funzioni note, contiene tutte le informazionila distribuzione radiale e angolare
degli elettroni negli atomi. Gli stati orbitali semncora una volta enumerdtlley ;" e descritti
dalley™.

La soluzione (25) sui livelli energetici delle rggBpettrali contiene poi in sé (ovviamente) tudte |
soluzioni meno approssimate di Bohr e Schroedi(mgarper queste discussioni si puo vedere
gualunque buon libro di meccanica quantistica).

Conclusione: pur ammettendo che in questo paragmfo stato “euristico”, e magari anche
tendenzioso, mi da da pensare il fatto che, sesmphknte dalle (17) e (19) iniziali, si pervenga alle
(25) con tutto quel che segue. Abbiamo usato umgelie soluzioni fittizie delle equazioni di
Maxwell che, abbiamo visto, in guida d’onda forwiso i modi in guida. Le abbiamo rappresentate
sotto forma di onde piane dove gqualcunqualcosda memorizzato e imposto il valorealj = k.
che I'onda si porta dietro. Codesti raggi (“pesaamticarichi”) li abbiamo fatti viaggiare in un

(*)

La scritturae? oppurea dipende dal sistema di unita di misura adottato.




campo elettrico esterno di potenziéﬁe.... e il risultato e tutta la teoria di Dirac sutighe

spettrali, fino ai livelli di approssimazione pipisti che spiegano la struttura fine degli spettri.
Vorrei infine osservare una cosa. Ho insistito, y@eT paragrafi, sul fatto che questa non é
meccanica quantistica, € nemmeno e elettromagn®tism@ € .... un puro problema di linguaggio
matematico. Puro linguaggio, pura geometria, puaitematica.

Dopodiché saltano fuori le (25), con dentro atamghe, valori di costanti sperimentali, quali
c,e?, my, h, a. In realta, & possibile che anche queste ultirhezgmi appartengano alla geometria

pura, ovvero, al linguaggi



13 — Considerazioni sulla costante di struttura fie

Le soluzioni della equazioriEF = 0

( ] i 0 )
in 2D con 0 =a+1@
. , 0 9 0
< in3D cond =a+l@+]&
] . 0 0 d
in3D cond =a+1@+TE
) . 0 -0 d 0
\ in4D con 0 =a+la—y+1&+TE

danno luogo rispettivamente, se si impone la separa delle variabili angolari, (e in piu la
condizione ... che si ricoprano in angolo) a funziamalitiche di questo tipo:

( 7N = pnein(p
4 Y =1y, ¢)
I

Fo = Une™ + TiJp,1e D) e7i00t

F™ =G + Télp;njl+1i)3_iw°t
Oltre alle condizioni sugli angoli, che danno lu@oumeri interi, abbiamo qui autovalori che
riguardano lav (o law,, massa a riposo, o I'energia tot&le Questi autovalori non nascono piu da
condizioni riguardanti gli angoli cioe lo spazioama condizioni riguardanti il tempbe ultime
due danno le funzioni specid)j e, , e corrispondono all’autovalore “normalizzato; = 1.
Le prime due possono essere pensate,samg) le soluzioni corrispondenti all’autovalosg, = 0.
Tutte queste appaiono quindi come soluzioni di ledéequazione®*F = 0 corrispondenti agli
autovaloriwy = 0 ew, = 1. Ce ne sono altri?
La soluzione relativa all’'atomo di paragrafo 12 monrisponde ad alcuna funzione analitica
soluzione do*F = 0 (I'abbiamo potuta ricavare solo con delle apprsgioni non conoscendo ...
cos’altro fare, oltretutto perché non sapremmo ceanere .... la presenza del corpo costituito dal
nucleoZe). E possibile che esista una funzione analitieacdvente I'intero sistema elettrone pitl
nucleo, oppure descrivente singolarmente I'eleétrenl nucleo, ma in termini giustappunto esatti di
funzione analitic@*F = 0?
E tuttavia, vedendo le cose da un altro puntostayio per abilita, o per fortuna, siamo stati capa
di trovare uno spettro di autovalori dell’energreecsi dimostra moltgiusto(cioé: Dirac e stato
capace)Ora, questo € il punto, questo spettro di autovdkl’ energia ha in realta una natura
puramente geometrig¢a numerica). Normalizzando opportunamente le uiithisura esso

1

’ ’ y . Za)? 2

propone, accanto all’autovalore 0 e all’altro aafove 1, I'ulteriore autovalorél - 2(;)2)
né+2nv+(1+1)

dove compaiono solo numeri inten, (, Z) ea = 1/137 035999 ..- 1anto per capirsi, la situazione

€ un po’ come se avessimo trovato, per certe fangidase del nostro linguaggio geometrico,
soltanto lo 0, 1, numeri interi erl.

Questa non & una dimostrazione. E un dubbio.aPegsere legato ad elementi ancora non compresi
della geometria (*)? Di indizi piu 0 meno suggeist® ne sono tanti.

*)
Condizioni di quantizzazione su angoli spazio -gerali? Salto queste riflessioni lasciandole al
lettore (n.d.r.).



14 - Conclusione
Non so se Eddington avesse capito tutto (*), maasempre colpito la frase finale di un suo libro:

“... abbiamo trovato che, dove la scienza é avardigial, la mente non ha fatto che riprendersi
dalla natura cio che la mente stessa aveva pobtonatura. Abbiamo scoperto una strana impronta
sulla spiaggia dell'ignoto. Abbiamo escogitato prufe teorie, 'una dopo l'altra, per spiegarne la
provenienza. Alla fine siamo riusciti a ricostruiaecreatura che aveva lasciato quell’impronta. Ed
ecco! é la nostra impronta”. (Arthur Eddington, @p2

*)
Che peraltro, dicono i libri, € rimbecillito dedra#o gli ultimi anni della sua vita a mostrare ehe
era un trucco.



15 — Appendici
Al

Indico, anche se e un po’ noioso, come si ricavaampi di Ramo, Whinnery.
Prendo le soluziord~i“o” conn positivo en negativo (e com pari (*),/_, = +/,)
Un—lei(n_l)(p + Tl-]neimp)e—iwot
U_n_le—i(n+1)(p + Ti]ne—in(p)e—iwot
| campi magnetici per somma danno:
TiJ, cosng e~ ‘@ot

Cone*i@oT ayrei ottenuto:
Un_lei(n—l)w _ Tl']nein(p)€+iw°t
U_n_le—i(n+1)(p _ Tl-]ne—in(p)e+iw0t
In questo caso i campi magnetici per somma danno:
—TiJ,, cosng ett@ot
Sottraenda campi magnetici nei due casi (perché io vogha goluzione in cui sia eliminato il
campoT H;) si ottiene solamente un campg
+TiJ, cosng coswyt
| campi elettrici si possono dapprima riscrivere.
Nel casoe ~'®0? essi sono
(ZL: + ;]n)eimpe—i(pe—iwot
(Zﬂ _ E]n)e—impe—i(pe—iwot
Tr Tr
e per somma danno

], n_ . ot
(W cosng + l;]n sinng)e'?Pe™®o

Nel casce ‘o sono
(aaﬁ_l_ E]n)ein(pe—igaeﬂwot
Tr r
(aaﬁ _ ﬁ]n)e—in(pe—i(peﬂwot
Tr Tr
e sommando
d n . .
(% cosng +i ;]n sinng)e Wetiwot
Ora_sottraendocampi elettrici nei due casi (come per il camnpagnetico che david,) si ha
n . d .
(=/J,sinnpe ¥ — % cosng ie '?) sin wyt
Tr Tr
Combinando il tutto e passando ai coniugati, confie ger le funzioni analitiche sul piano (poiché
s’e visto che I'equazion@*F = 0 rappresenta le equazioni di Maxwell per la gramdezoniugata)
si arriva a
n.o . o . n : . .
—Jn sinng sin wyt e'¥ + O_COS ne sin wyt ie'? — TiJ, cos ng cos wyt
r Tr

Si riconoscono qui i versoel. = e'? ee, = ie'? delle coordinate polari sul piampe.

(*)

Per comodita considero il caso compari per poter scrivere,, = +/,,.



E dunque infine si ottengono i campi di Ramo Whigrger i TE

n
E, = =], sinng sin wyt
T

aJ .
E, = a—:cos ne sin wyt
H,

= —J,, COS N CoS wyt



A2

Ripartiamo dall’inizio cercando in altro modo ldwsnone delle equazioni in guida (e ne approfitto,
tanto per confondere le acque, a cercare la solazione*'®o?),

CerchiamaF come autofunzione dell'operatgkgcon autovalorén + %).
Si abbia da risolvere 'equazione

0'F =0
ossia
"4’(6 i a)F+TaF—O
' ¢ \or rdQ d
PongoF = F,(r, p)e*'®° e si pud cosi semplificare I'esponenziale da desttenendo
eifl)% lfpi%_}_'pw Fi=0
or rde 071

Separo le variabilr, ¢ in F;; ma non posso usare una espressione—tipa%F1 = nF,, perché
.0 . . . s

—L%F1 non ha nessun autovalore, non € eguale .... a r&PEiIamo gia.... Com’eF, ).

Pero (dato che noi sappiamo gia chjgle= (n + %)F, e quindi anché,F, = (n + %)Fl) dico:

“provo a porre,F, = (n + %)F1

Per far cio ... bisogna anzitutto far comparire go@gteratore che non c’e. Siccome in luogo di

—L'%F1 servel,F; = —%Fli — %iFli, bisogna riscrivere I'equazione anzitutto con una
moltiplicazione pei da destra,
J0F; i 0F;
e’ —i+eY——i—TwyF, =0
or rde
e poi aggiungendo e togliendo acconciamemﬂgi;
i J0F; . i i 0F; i J i i1
e W1+e ;a—l+e ;ElFll—e ;ElFll—TwOFl—O
0P i OF . 1 w11
Wl —e r( 90 —i —ElFll) + e —EFll —TwoF; =0

Ho cosi fatto comparirg F,. Ora “provo a porre],F; = (n + E)Fl ed ottengo:

0P i 1 e?1
?l—e T( +§)F1+7§F11—Tw0F1=0
L’equazione contiene ancofa(r, ¢) a variabilir, ¢ non separate (infatti, se guardiamo

I'equazione vediamo che c'é e non semplificabile) tuttavia la si puo riscrivemltiplicando
da sinistra pee~'¥/2 (approfittando del fatto che '¢/2T = Te'¥/?) e si vede cosi che essa &
e"“’/zﬂi - ei"’/zi(n +1)F + el(p/Z—F i — Twye?F, =0
ar r 2)°1 r 21 0 1=
Questo invoglia ad assumere come incognita in luhdy la e'?/?F; .

Assumo dunque come incognit¥/?F, e separo le variabili nella forma

e'?/2F = F(r)(p)
Sostituendo arrivo alla equazione g€r)

1 1
+§)g+5gl—mog=o




Questa € I'equazione differenziale del 1° ordinked®unzioni di Bessel ipercompless&{(r) =

In + Tifp. .
Se pong@¥ = R + TRy ottengo

R Mt iwgRy =0
ar r F HoRH =
ORy n+1 )
+ RH+l(l)0RE:0

or r
cioe il solito sistema di equazioni con le soliidugioni (€ scritto diverso dal precedente perché

questa volta ho cercato soluzioni eoH®°?).
Avendo cosi trovat@(r) = J, + TiJ,+, possiamo terminare calcolandge).

ei(p/zFl = Un + Ti]n+1)¢(§0)

_lo )
Fi=e 2(p+TiJp1)P(0)
e dalla condiziong, F; = (n + %)Fl, con lunghi ma ovvi passaggi si ritrova infine @deve essere

®(p) = el+/e



A3

La espressione che mi serve
—r*ngp,m = —(+ 2)T§1,b{"
la trovo, gia pronta, in C. Doran, A. Lasenby, SlIGS. Somaroo, A. Challinor, “Spacetime
Algebra and Electron Physics” Adv. Imag. & EledbyB. (1996). Sta scritto
—EAVEp = (L + )&y,
essendo
—X AV, = I

“so, without loss of generality, we can chodse be positive and recover the negatilestates
through multiplying bye,.”. .
Traduco dalle notazioni di Cambridge alle mie. E:

_|_

—%AV=—(xl +y] + zk) A (i +iA ik)
X xt+yj+z l ay} 5

B ( 0 6) ( 0 6) ( 0 6)_ F*
=75y TVax) TI\¥er T %ax) T Ve %5y) T

(vedi paragrafo 4). E poi ancora:
~ 1 xX—iy—jz z
& = (xi+yj+zk);=ui=7i
e quindi decodificando il tutto si ottiene
Z*
- —u/)l = —(l+2) W

che si puo infine scrivere, moltiplicando @ge(T = iT ZT = i—) nella forma voluta

Z Z
Tyt = -+ DT P



A4 (%)

Per chi avesse dei dubbi sul fatto che queste sfiattivamente funzioni analitiche in 4
dimensioni, osservo dalla (12) che abbiamo trouatefinitiva

E, = ]ll/);n
. Z -
Hy = —ji4q ;lpznl
Possiamo verificare, sostituendo, se queste reanseadisfano la (1) ovvero la (5) ovvero |l
sistema (7). Dalla prima delle (7) si ha

Z a]ﬂ/)l
r or

VA
——F . - m: . — 0
rr Tt = Jie ’ Y iwgi

quindi subito uni- si semplifica da sinistra. Il terming™ si semplifica da destray, = 1 quindi

'equazione si riduce a
9, 1
3 itk =0

e guesta e vera in quanto equazione ricorsw%ngVD
Passiamo alla seconda delle (7)

Z
OT(is1 Y1) z1
200U 3% z1 0 Zm N o m
" o +rrr T(Jl+1r¢’l l) Tjpr" wei = 0
Anzitutto modifico il secondo termine usando laambne
VA VA
—F*T;Wn =-(+ 2)T;1/){”

Ottengo cosi

Z
OT (i1 =¥1") 21
z l z
r +;: : __(l + Z)T Y Graad) = Tihiptwei = 0

Ora nel 1° termine sposvbf fuori daI segno di derlvata (non dipenderdaa solo dagli angoli) e

semplifico dovunque un termiﬂézi* =T.

0(jis 7" N .
— —(l + W] Giiaad) — jup ol = 0
Pongo anche, = 1 e semplifico un,bl i da destra e arrivo a
0ji+1 (l +2) . .
ar - Jiv1 = Ju

e questa e vera in quanto equazione rlcorswaepeOVD.

(*)
Ho aggiunto in questa Appendice una verifica diedtposteriori, che effettivamente la (12)
soddisfa I'equazione iniziale (1) (n.d.r.)



A5

Si possono scrivere le equazioni del 1° ordindg@grcome una singolaquazione complessa alle
derivate parziali prime.

of 1 1 ]
—+ -+ DTT + =+ Tjwei =0
or r r

Questa € I'equazione differenziale del 1° ordinked'spherical Bessel functions ipercomplesse”
f(?") =+ iTi14.1 .

Infatti se pongd= Ry + iTRy, considerato anche cliéT’ = —R; + iTRy, ottengo le seguenti due
equazioni

OR; 1
W - _RE + RH —_— 0
oRy (1+2)
ar r Ry =R =
Queste, considerate le equazioni ricorgee le “spherical Bessel functions”
ap L. .
; EM El;]l;)']Hl =0
Ji+1 +2) .
6: + T JurT = 0

sono giustamente verificate 8a = j, e daRy = j;41.
La soluzione finale e dunqgdé&) = j, + iTj;., CVD.
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