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Moto:” O noua idee vine din comparatia a doua lucruri
ce n-au fost comparate inca ” Cl. A. Helvetius

NOU IN GEOMETRIA SACRA JAPONEZA :

TEOREMA § A BISECTOARELOR UNUI PATRULATER
INSCRIPTIBIL SI TEOREMELE § ALE TRIUNGHIULUI

1. INTRODUCERE LA PROBLEMELE SANGAKU :

O scurta istorie de pe Wikipedia despre Sangaku sau San Gaku arata ca, din
anul 1639 si pand la 1854, Japonia a trait in stricta izolare auto-impusa de catre
Occident. Accesul la toate formele de cultura occidentale a fost suprimate, iar afluxul
de idei occidentale stiintifice a fost efectiv reduse.

In aceastd perioada de izolare, a aparu in Japonia un fel de matematici nativa
infloritoare.

Acest Sangaku este un cuvant care inseamna literal comprimate/tablite
matematice, si au fost acte de omagiu aduse unui spirit director creator.

Sangaku sau San Gaku sunt puzzle-uri japoneze geometrice in geometria
euclidiand, scrise pe tablite de lemn, sau de bronz, care au fost dedicate altarului
Shinto in timpul perioadei Edo (1603-1867) de catre membrii tuturor claselor sociale,
evident, adeptii ai matematicii: samurai, comercianti si agricultori.

Sangaku au fost pictate in culori pe tablete de lemn si spanzurate/atarnate in
incinta templelor budiste si ale altarelor Shinto ca ofrande aduse zeilor sau, ca
provocari pentru credinciosi sau public ca probleme/intrebari de rezolvat: Rezolva
aceasta daca poti!

Multe dintre aceste comprimate s-au pierdut Tn cursul perioadei de
modernizare, care a urmat perioada Edo, dar cam de 900 au ramas cunoscute pana in
zilele noastre.

Olandez japanologist Isaac Titsingh a introdus tarziu, pentru prima data
Sangaku spre vest, atunci cand s-a intors in Europa in anii 1790, dupa mai mult de
douazeci de ani in Extremul Orient.

in aceasta perioada, Japonia a aplicat reguli stricte pentru comert si in relatile
externe pentru tarile vestice, astfel incat comprimatele/tablitele au fost create folosind
matematica japoneza, (wasan), dezvoltatd in paralel cu matematica occidentald. De
exemplu, legatura fundamentala intre o parte integrantd si derivata ei au fost
necunoscute, astfel incat problemele Sangaku privind ariile si volumele au fost
rezolvate de ei prin extinderi/dezvoltari in serie infinita si calculate termen cu termen.
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Cydiicquadrilateral ABCD

Incenter of ABCD

Inradiuz 5 Given:
A ABCD: a cyclic quadrilateral
AABD: E incenter, ry inradius.
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Problemele sunt izbitor de diferite de cele gasite, in mare, la un curs tipic de
geometrie scoald. Cercuri si elipse joacd aici un rol mult mai proeminent decat in
probleme din Vest: cercuri se transforma 1n elipse, elipsele in cercuri. Unele dintre
exercitii sunt destul de simple si ar putea fi rezolvate de catre studentii din primii ani de
studii. Altele sunt aproape imposibil de rezolvat si in geometria moderna sunt abordate
in mod invariabil cu metode avansate, inclusiv prin calculule si transformari afine.

2 TEOREMELE S ABISECTOARELOR UNUI PATRULATER
CONVEX INSCRIPTIBIL OARECARE

Sangaku sau San Gaku, 0 teorema veche japoneza, prevede ca centrele
cercurilor Oa, Og, Oc, Op, inscrise Tn cele patru triunghiuri definite, fiecare, de catre 2
laturi si cate o diagonala a patrulaterului Tnscriptibil ABCD, sunt cele patru varfuri ale
unui dreptunghi (Fig.2). Se va denumi acest patrulater regulat dreptunghi Sangaku.

Fig. 2 Exemple la teorema Sangaku
http://demonstrations.wolfram.com/author.html?author=Claude+Fabre
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Tn Wikipedia, aceasta teorema este denumita ca fiind a doua teorema Mikami-
Kobayashi.

Transformarea unui partrulater inscriptibil neregulat intr-un patrulater regulat
(dreptunghi Sangaku) se va denumi in continuare transformare Sangaku.

Deoarece, aceasta teorema este de negasit in literatura matematica roméneasca,
redam textul ei i in limba engleza : ” The Sangaku (old Japanese theorem) states that
the centers of the incircles of the four triangles defined by the sides and the diagonals
inside any concyclic quadrilateral are vertices of a rectangle”, data de Claude Fabre in
Wolfram Demonstrations Proiect, impreuna cu exemplele din figura 2.

Tn figura 2,a si 2,b se observi ca patratele, evident inscriptibile, au centrele O
tot in varfurile unui patrat cu laturile paralele cu ale patratului initial. La fel si pentru
dreptunghiurile din figura 2,c si 2,d care au centrele cercurilor O tot in varfurile unui
dreptunghi, cu laturile paralele cu ale dreptunthiului inscriptibil initial.

Cazurile cu adevarat interesante sunt cele prezentate in figurile 2,e si 2,f, in
care, sunt prezentate patrulatere inscriptibile convexe oarecare, a caror centre ale celor
4 cercuri tangente sunt varfurile unor dreptunghiuri.

Din teorema Sangaku sau San Gaku, sau, poate, a doua teorema Mikami-
Kobayashi, se retine ca centrele cercurilor, fiind tangente la doua laturi adiacente in
varfurile patrulaterului, se situeaza pe bisectoarea din varful respectiv . Prelungind
aceaste bisectoare, ele vor intersecta cercul in punctele A’, B’, C°, D’.

Fig.3,a Transformarea prin bisectoare a patrulaterului inscriptibil neregulat
ntr-un dreptunghi. Teorema S intr-un patrulater inscriptibil

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro
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\ Fig. 3,b Completari cu teorema S a bisectoarelor la teorema Sangaku

‘ www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

Teorema S a bisectoarelor unui patrulater convex inscriptibil oarecare /
neregulat sustine ca:

e punctele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor duse din virfurile
oricdrui patrulater convex inscriptibil, neregulat sau regulat, sunt virfurile
unui dreptunghi § inscriptibil in acelasi cerc, avind laturil paralele cu ale
dreptunghiul Sangaku.

Ca urmare

o Diagonalele dreptunghiului se intersecteaza in centrul cercului circumscris
patrulaterului §i, evident, dreptunghiului in acelasi timp.

o Diagonalele dreptunghiului § sunt paralele cu perpendicularele duse diun cele
patru centre ale cercurilor pe diagonalele patrulaterului initial (dat).



http://www.supermathematica.com/

Selariu Mircea Eugen, TEOREME S IN TRIUNGHI SI iIN PATRULATER

e Apare o transformare .S, pe care o denumim prin bisectoarele unghiurilor, a
unui patrulater inscriptibil oarecare intr-un dreptunghi inscris in acelasi cerc,
asemandtoare cu transformarea Sangaku.

Tn figura 3,a este prezentat patrulaterul inscriptibil neregulat ABCD si punctele
de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor din véarfurile patrulaterului cu cercul in care
este Inscris patrulaterul, puncte de intersectie notate cu A’, B’, C°, D’.

In aceeasi figura 3,a este prezentatd, pentru comparatie, si constructia
cercurilor tangente din teorema Sangaku. Totodatd, se poate observa, astfel, cd noua
teorema S a bisectoarelor unui patrulater inscriptibil este o prelungire/ extensie sau o
completare a teoremei Sangaku.

Tn figura 3,b s-au folosit demonstratiile lui Claude Fabre, cu privire la
teorema Sangaku, care au fost completate cu ilustrarea teoremei S a bisectoarelor intr-
un patrulater, pentru a reliefa, mai pregnant, cele anterior afirmate.

3.TEOREMA S A BISECTOARELOR UNUI TRIUNGHI SCALEN

Tn geometrie, una dintre teoremele bisectoarei sustine ca
e Bisectoarea unui unghi al unui triunghi Tmparte latura opusd in segmente
proportionale cu laturile unghiului adiacente in varful triunghiului din care s-a
dus bisectoarea.

Considerand triunghiul ABC cu laturile a, b, ¢, din figura 4,a, bisectoarea
unghiului din varful A imparte latura a in segmentele a; si a,. Atunci, conform acestei
teoreme, rezulta raportul

a1_£
1) o= b

a) £ b) Y M an T
Fig. 4 Desene explicative la teoremele bisectoarelor in triunghi.

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

O alta teorema a bisectoarelor intr-un triunghi afirma ca:
e Bisectoarele sunt concurente in centrul cercului Tnscris n triunghi,
conform reciprocei teoremei lui Ceva si, ca urmare,


http://www.supermathematica.com/
http://ro.wikipedia.org/wiki/Teorema_lui_Ceva

e Orice punct de pe bisectoare se afla la egald distantd de laturile
unghiului care sunt adiacente Tn varful triunghiului din care s-a dus
bisectoarea (Fig. 4,b).

Fig. 5,a Schita explicativa pentru demonstrarea teoremei SC
a bisectoarelor Tntr-un triunghi scalen

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

fif

‘ Fig. 5,b Triunghiurile Sm si SC in triunghiurile ABC echilateral <« si isoscel»

‘ www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro
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Existand mai multe teoreme cu privire la bisectoarele unui triunghi,
prezenta teorema a fost denumita teorema S a bisectoarelor, pentru a se distinge de
celelalte si, justificat, pentru a aminti de autorul ei.

Triunghiul SC

Fig.6 Schita pentru teorema SI a bisectoarelor Tntr-un triunghi scalen ascutitunghic

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

Pentru a putea enunta aceasta teorema, trebuie amintit ca pe baza teoremei
liniilor concurente intr-un poligon inscriptibil, a lui Florentin Smarandache [3],
liniile care unesc punctele de tangenta ale cercului inscris in poligon, in cazul de fata
un triunghi, au fost denumite [4], [5] linii Smarandache (LSm), iar triunghiul a caror
laturi sunt aceste segmente de dreapta a fost denumit triunghi Smarandache (TSm).

Fie ABC triunghiul scalen inscris in cercul CC(M, R) si CI(O, r) cercul
nscris n triunghiul ABC.

Bisectoarele unghiurilor din varfurile A, B si C ale triunghiului ABC
intersecteaza cercul CC n punctele A’, B’ si, respectiv, C’. Triunghiul A’ B’ C’ se va
denumi triunghi S circumscris (TSC) de cercul CC(M, R).

Teorema SC a bisectoarelor intr-un triunghi scalen stipuleaza ca:

o Punctele de intersectie A’,B’,C’ ale bisectoarelor unui triunghi ABC

cu cercul CC(M,R) circumscris triunghiului ABC, formeazd un
triunghi § circumscris $§C (A’B’C’ = TS$C), in acelasi cerc CC(M,R)



http://www.supermathematica.com/

ca si triunghiul ABC, asemnenea cu triunghiul Smarandache
(TaATgTc = TSM), definit de punctele de tangenta Ta, Ts, Tc ale
cercului CI(O, r) inscris n triunghi; cele doua triunghiuri rezultand /
avand cu laturile paralele (Fig. 5).

e Punctele A’,B’ si C’ sunt centrele celor 3 cercuri § mari, a caror
intersectie comund este centrul O al cercului inscris in triunghiul
ABC, avand, fiecare, cdte o latura a acestui triunghi scalen drept
coarda.

e Punctele I, Ig si Ic sunt centrele cele 3 cercuri § mici care trec
fiecare printr-un varf al triunghiului scalen ABC, prin centrul O al
cercului inscris in ABC si prin doud dintre punctelede tangenta Ta, Tg
si Tc (Fig. 7).

4. DEMONSTRAREA TEOREMA SC A BISECTOARELOR
UNUI TRIUNGHI

Triunghiurile ATgTc, BTaTc CTgTa sunt triunghiuri isoscele, deoarece cele
doua tangente, duse din fiecare din punctele exterioare A, B si C la cercul Tnscris cu
centrul in O, sunt egale. Fiecare bisectoare Tmparte luturile TSm in doua segmente
egale, ceea ce demonstreaza ca:

o Bisectoarele unui triunghi scalen sunt perpendiculare pe laturile
corespondente ale TSm , adica
e Bis.A: AA’ LTgTc, Bis.B: BB’ LTaTc, Bis.C:CC’ L TaTs

Criteriile de asemanare a doui triunghiuri sunt urmatoarele:

1. Criteriul unghiurilor: Doua triunghiuri care au doua perechi de unghiuri
congruente, sunt asemenea; al treia pereche de unghiuri rezulta si ele egale,
deoarece suma unghiurilor de x (180°) in cele doui triunghiuri este aceeasi.

2. Criteriul laturilor si a unui unghi: Daca un triunghi are un unghi congruent
cu alt unghi al unui alt triunghi si laturile care formeaza cele doud unghiuri
sunt respectiv proportionale, atunci triunghiurile sunt asemenea.

3. Criteriul laturilor: Daca doua triunghiuri au laturile corespunzatoare
proportionale, atunci cele doua triunghiuri sunt asemenea.

4.1 TN TRIUNGHIUL ECHILATERAL

Intr-un triunghi echilateral (Fig.5,b <), care prezintd un centru de simetrie
O, sunt evidente si imediate toate cele 3 criterii de asemanare ale triunghiului
Smarandache (TSm) cu triunghiul S. In acest caz, cele doud triunghiuri sunt asemnea
si, ca si cele doud cercuri circumscric si inscris, sunt concentrice, cu centrul comun in
O. Altfel spus, daca triunghiul ABC are un centru O de simetrie, in el sunt plasate
toate punctele de concurenta ale liniile remarcabile din acest triunghi, inclusiv al 5-lea
punct de intersectie, punctul §. El se pastreaza, ca centru de simetrie, pentru toate
cercurile, inscrise §i circumscrise si pentru ambele triunghiuri TSm si TS.
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4.2 TN TRIUNGHIUL ISOSCEL

Tntr-un triunghi isoscel (Fig.5,b »), care are iniltimea drept axi de simetrie,
ea se pastreaza pentru toate entitdtile geometrice, enumerate anterior pentru triunghiul
echilateral. In consecinta, si triunghiurile TSm si TS prezinti aceeasi axa de simetrie
astfel ca si ele sunt triunghiuri isoscele si cu laturile reciproce paralele.

4.3 TN TRIUNGHIUL SCALEN

Triunghiul scalen ABC, din figura 7, are centrul O al cercului nscris CI(O, r)
si Ta, Tg,si Tc punctele de tangenta .
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Fig.7 Schita explicativa pentru demonstrarea teoremei SC a bisectoarelor

ntr-un triunghi scalen
www.SuperMathematica.com, www.SuperMatematica.Ro

Este evident, de exemplu, ca bisectoarea BB’ este perpendiculara pe latura
TaTc a TSm, deoarece varful B = P poate fi considerat ca pol P si TaTc drept polara
p. Este cunoscut ca, in cerc, polara p este perpendiculard pe diametrul cercului
suprapus peste bisectoarea BB’[8, pag. 702], [9, pag. 606 si 609], adica

(2) BOB’-L TATc cupolul B =P si, similar


http://www.supermathematica.com/

(3) AOA’-LTgTccupolul A=P

(4) COC’L TaTgcupolulC=P

Unghiul B, din punctul de intersectie al laturii A’C’ a triunghiului S, unghi cu
varful in cercul CC(M, R), de exemplu, cu bisectoarea BB’ este un unghi drept a carui
masurd este semi suma arcelor A’B cu C’A B’ sau a arcelor BC’ cu B’CA’, adica

©) B = m(AB)+2m(CAB) _ A+ <21£?+<ng

Ca urmare si latura A’C?, este perpendiculara pe bisectoarea BB’, adica

(6) BB A’C’

A'H
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Fig.8 Coliniaritatea centrelor cercurilor inscris si a celui circumscris triunghiului
initial ABC, cu centrul cercului Tnscris n triunghiul S

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

Deoarece ambele laturi ale TSm si ale TS sunt perpendiculare pe aceeasi
bisectoare (dreapt bisectoare BB’) rezulta ca aceste doua laturi sunt paralele intre ele,
adica

@) A’C’ || TaTc  si, in mod similar

(8) A’B’ || TaTs

9) B’C’ || TeTc QED.
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Conform teoremei 1072 din [9, pag. 609], referitoare la polare reciproce,
patrulaterul TABTcO este inscriptibil in cercul § - CS(I, Rs) - cu centrul Tn punctul Ig
de intersectie a bisectoarei din varful B cu latura A’C’ a triunghiului S. Tn acest caz
polul si polara sunt in punctul/varful B pe cercul CS(l, Rs). Ca urmare latura A’C’ a
triunghiului S taie bisectoarea din varful B in doua segmente egale

(20) Olg = 1gB = Rgs i, In mod similar

(11) OIAzlAA:RsA

(12) OIC: Icc:RSC

Se poate afirma astfel ca, laturile TS taie in doua segmente egale, segmentele
de bisectoare cuprinse intre varfurile triunghiului ABC si centrul O al cercului Ol (O,
r) inscris n triunghi.

5. DEMONSTRAREA TEOREMA SI A BISECTOARELOR
UNUI TRIUNGHI SCALEN

Teorema SI a bisectoarelor intr-un triunghi scalen stipuleaza ca:

e Punctele de intersectie l, |, |c ale bisectoarelor unui triunghi ABC cu
laturile triunghi SC (A’B’C’=TSC) formeazd un triunghi § inscris
(TSI = 1,5 Ig 1) asemnenea cu triunghiul ABC si cu laturile reciproce
paralele. Adica, cele doud triunghiuri ABC si Ilglc sunt echidistante
(Fig. 6 si Fig. 7).

Deoarece, bisectoarele triunghiului ABC sunt, in acelasi timp, si bisectoare ale
triunghiului $ inscris (TSI = lalglc), rezulta ca cercul inscris in triunghiul TSI este
concentric, la randul lui, cu cercul CI(O, r), avand in consecinti acelasi centru O = 1.

Pe baza egalitatiilor anterioare (10)...(12) rezultd imediat ca TSI = lAlglc este

o transformare homotetici H de centru O si de raport k = % a triunghiului ABC.
Q.E.D.

6. DEMONSTRAREA TEOREMEI BISECTOARELOR INTR-UN
PATRULATER INSCRIPTIBIL

Un patrulater convex oarecare ABCD este inscriptibil daca cele patru varfuri
ale sale sunt puncte conciclice, sau dacd mediatoarele laturilor sale sunt concurente;
punctul de concurentd fiind chiar centrul O(0, 0) al cercului Tn care este inscris
patrulaterul (Fig.4 si Fig.9).

Fie patrulaterul convex inscriptibil ABCD in cercul de raza R cu centrul in O.

Cele patru cercuri Ca(Oa, ra), Ce(Og, r8), Cc(Oc, rc), si Cp(Op, rp) Tnscrise in
triunghiurile formate din cate doud laturi si o diagonala a patrulaterului, au centrele
cercurilor pe bisectoarele unghiurilor duse din varfurile patrulaterului (Fig.4) in
punctele Oa, Og , Oc si Op prin care trec bisectoarele (A’A, B’B, C°C si, respectiv,
D’D) unghiurilor din véarfurile patrulaterului dat ABCD.

Dreptunghiul O,0gOcOp va fi denumit dreptunghi Sangaku, dupa numele
celui care ar fi demonstrat teorema Sangaku sau San Gaku.



6.1 DEMONSTRAREA TEOREMEI SANGAKU SAU SAN GAKU

Tn triunghiul ABD O, este pe bisectoarea unghiului 4 B, = %

ABD . .
— - far i
triunghiul ACD Oy, este pe bisectoarea unghiului £ C, = 4 ——, astfel ca

=== PATRULATERUL DAT
——— DREPTUNGHIUL $
Legenda: m—

PATRULATERUL S
Fig. 9,a Schita explicativa pentru demonstrarea teoremei S a bisectoarelor
unui patrulater convex inscriptibil.
‘ www.SuperMathematica.com, www.Super!Viziematica.Ro
(13) 4B, =4 ABD= £C, = 4 ACD= 22"
4A0AD = 8 2
(14)

Cts =444
£A0pD = 22

2
B
4
Cts 2 =444 7
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ceea ce aratd ca patrulaterul AOAOpD este inscriptibil Tn cercul cu centrul Tn punctul
B.C..

(15)  Unghiul £ ACB =4 A, = unghiul £ ADB = 4D;= acmBC;
(16) In triunghiul A ABC: AO4 si AOp sunt bisectoare;

a7 In triunghiul A ABD: DO, si DOp sunt bisectoare;

(18)

Unghiul £ AOAD = unghiul £ DOpA - patrulaterul AO,OpD este
inscriptibil in cercul cu centrul in punctul B,C,.

| -~
Fig. 9,b Dreptunghiul, octogonul si cercurile S din teorema S
a bisectoarelor unui patrulater convex inscriptibil

www.SuperMathematica.com, www.Super
Similar

(19)  Unghiul £ AOaB = unghiul 5 BOgA -> patrulaterul AO,OgB este
inscriptibil in cercul cu centrul Tn punctul C;D,,

(20)  Unghiul £ BOgC = unghiul £ COcB > patrulaterul BOgOcC este
inscriptibil Tn cercul cu centrul Tn punctul A,Dy,

.Ro
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(21)  Unghiul £ COcD = unghiul £ DOpC -> patrulaterul COcOpD este
inscriptibil in cercul cu centrul Tn punctul A;B,.
Deoarece patrulaterele anterior amintite sunt inscriptibile, unghiurile opuse
sunt suplimentare, adica
_arcOpDA

(22) 4 AOAOp =4 DOAOp = 5
(23)  4A1=404AD =4 0,0pD" = 45
Deoarece DOpOcC este un patrulater inscriptibil (21), rezulta ca
(24)  AD’0pC =4 C, =4 ACD = 2<%24
Se stie ca, intr-un patrulater inscriptibil, suma unghiurilor opuse este un unghi

drept, adica
3A+ 4C=m
(25) {AB+ AD =nm >
(26) 4 Op0pOc = 4 OA0pD’ + 4 D’Op0O¢ = g + g = g
Similar

4A+4B+ 4C+ 4D = 2m

4- ODOCOB = h.g
-
(27) 4 0c0p04 = b7 >
£050,0p = ug
0a0g0c0p, este un dreptunghi Sangaku sau San Gaku.
Q.E.D.

O demonstratie animata a teoremei Sangaku sau San Gaku este disponibila pe
http://www.gogeometry.com/sangaku2.html.

Asa cum este ilustrat si in prima figurad 10,b, suma razelor cercurilor cu
varfurile in colturile dreptunghiului sangaku este o constanta, adica
(28)  roa+roc=ros=rop

6.3 TEOREMA S A BISECTOARELOR UNUI PATRULATER.
TRANSFORMAREA PATRULATERULUI CONVEX, INSCRIPTIBIL,
OARECARE INTR-UN DREPTUNGHI §.

Asa cum s-a mai afirmat, aceastd teorema este o completare a celei de a 2-a
probleme si teoreme Sangaku.

Dacéd teorema Sangaku exprima o transformare a patrulaterului oarecare,
convex, inscriptibil, Tntr-un dreptunghi plasat Tn interiorul cercului circumscris,
teorema S exprima o transformare a aceluiasi patrulater oarecare, convex, inscriptibil
ntr-un dreptunghi inscriptibil sau Thscris/ (circumscris) in acelasi cerc (Fig.9,b).

S-a demonstrat anterior cd, cele patru patrulatere a caror varfuri sunt formate
din cate doud varfuri ale patrulaterului dat ABCD si doua centre ale cercurilor Inscrise
n triunghiurile formate O,, Og, Oc si Op de cate doua laturi si cite o diagonala a
patrulaterului, sunt patrulatere inscriptibile.
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Fig. 9,c Teorema S a bisectoarelor unui patrulater S convex inscriptibil

www.SuperMathematica.com, www.Super .Ro

In plus, in figura 9,b s-au ilustrat aceste patru cercuri S, in care, aceste
patrulatere sunt inscrise; cercuri cu centrele nh punctele C;D,, A;D;, AiB; si B;C,,
centre situate pe cercul CC(M, R) circumscris patrulaterului ABCD dat.

Iata cateva dintre completarile pe care teorema S a bisectoarelor intr-un
patrulater inscriptibil le aduce celei de a doua probleme Sagaku sau teoremei Sagaku:
. Segmentele de dreaptd sau dreptele care unesc cate doua dintre centre opuse

(AB,—B,C; si A,D;—B;C;) sunt perpendiculare intre ele si perpendiculare pe

mijloacele laturilor dreptunghiului Sagaku si perpendiculare pe laturile

dreptunghiului S. Concluzie care rezulta imediat, din faptul ca o

perpendiculara, dusa din centrul unui cerc (C;D;, de exemplu), imparte o

coarda (O,0g) Tn doua parti egale, sau ca este perpendiculara pe mijlocul

corzii.

. Tn plus, ele Tmpart dreptunghiul Sagaku in patru dreptunghiuri egale, ca o
consecinta a ceea ce s-a enuntat anterior, pe ansamblul laturilor dreptunghiului
Sangaku.

. Punctele C;D,, A;D;, A;B, si B;C, situate pe cercul CC(M, R) circumscris

patrulaterului dat ABCD formeaza, la randul lor un alt patrulater, denumit
patrulater S, pentru ca are cate doud laturi adiacente egale. Laturile sunt
adiacente in centrele C;D,, A;D;, A1B; si B;:C; si sunt egale, doua cite doua,
deoarece patrulaterul este Inscris in cerc si diagonalele lui sunt perpendiculare
intre ele
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Laturile patrulater S§ sunt perpendiculare pe mijlocul segmentelor AO,,
BOg, COc¢ si DOp , pe care, deci, le taie in doua parti egale.

Toate poligoanele care au cel putin cate doud laturi adiacente egale au fost
denumite poligoane §S.

Rezulta ca toate poligoane S au un numar par (2n) de laturi.

Toate patratele sunt, ca urmare, patrulatere S, iar toate poligoanele regulate cu
numar par de laturi sunt poligoane S. Dreptunghiul nu, pentru ca laturile egale
sunt opuse si nu adiacente.

Daca se unesc centrele C,D,, A;D;, A1B; si B1C; si cu varfurile ABCD ale
patrulaterului dat, se obtine un octogon $ (Fig. 9,b).

Laturile egale ale octogonului § sunt adiacente in centrele cercurilor S.
Egalitatea laturilor lor este evidenta, deoarece distantele de la centrele
cercurilor S la punctele / varfurile patrulaterului dat si la doud dintre varfurile
patratului Sagaku, care sunt puncte conciclice ale patrulaterului inscriptibil Tn
cate un cerc S, sunt razele celor patru cercuri S. In consecinta, distantele de la
doua dintre varfurile dreptunghiului Sagaku si de la doua varfuri ale
patrulaterului inscriptibil dat ABCD la centrele celor 4 cercuri S sunt egale
intre ele si egale cu razele celor 4 cercuri S.

Varfurile A’B’C’D’ ale dreptunghiului § sunt conciclice, prin definitie,
deoarece se obtin la intersectia bisectoarelor, duse din varfurile patrulaterului
dat, cu cercul. Ele sunt centrele unor cercuri S secundare, notate Ss, care trec
prin cate doua varfuri ale patrulaterului dat ABCD si cate un varf al
patrulaterului Sangaku, situat pe linia care uneste cate doua varfuri (O,
AA’, Og c BB?, Oc « CC’ si, respectiv, Op — DD’). Doui dintre cele patru
cercuri Ss sunt reprezentate si in figura 9,b in culoarea verde: cele cu centrele
in punctele A’ si B°.

Atat patrulaterului dat ABCD cét si dreptunghiului S (A’B’C’D’) are
varfurile pe cercul CC(M,R), fiind, deci inscriptibile. Ca urmare, unghiurile
lor opuse sunt suplimentare, adica

(29) m(zA) + m(AC) =m(8D) + m(4B) = & si

(30) m(zA°’) + m(£C°’) =m(3D’) + m(sB’) ==

Urmarind figura 9,b rezulta ca

(31) arcA’C’=arcA’B + arcBC’ = 2m(zA,) +2m(&C,)
2 > arcA’C’ =

(32) {Zm(ACl) —m(zc) ~ MeAC =

ceea ce arata ca diagonala A’C’ a dreptunghiului § (A’B’C’D’) este
diametru in cercul CC(M,R),

Deoarece diagonalele dreptunghiului S (A’C’ si B’D?) trec prin centrul M al
cercului CC(M,R), in care acesta este inscris, rezultd imediat ca acest
patrulater este un dreptunghi: la intersectia celor doui diagonale rezulta un
centru de simetrie M. Dreptunghiul ca si patratul s.m.a. figuri geometrice plane
sunt figuri cu centru de simetrie. Q.E.D.
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8. CONCLUZII

Se poate considera, la fel de bine cum se poate constata, ca teoremele S pentru
triunghiul scalen si pentru patrulaterul convex inscriptibil, cuprinse in prezentul articol,
sunt o extensie / completare a problemelor Sagaku din Geometria Sacra Japoneza si
care releveaza unele aspecte noi ale acestor probleme, larg raspandite in cultura
matematica japoneza.

Exista si posibilitatea ca aceste teoreme sia fie extinse la un pentagon
inscriptibil si, in general, la un poligon inscriptibil oarecare.

Cazul unui patrulater S convex inscriptibil este ilustrat in figura 9,c.
“dreptunghiul” S are varfurile pe cerc si bisectoarele unghiurilor din aceste varfuri
intersecteaza acelasi cerc in punctele Vi, V,, V3 si V4 care sunt varfurile patratului S.
I1, 15, 15 si I, sunt centrele cercurilor inscrise in triunghiurile formate de doua
laturi adiacente si o diagonald iar Oij sunt centrele cercurilor S Tn care sunt inscrise
cate doua varfuri ale patrulaterului dat si cate doua varfuri ale patratului Sangaku.

Se constata ca si “dreptunghiul” Sangaku este, in acest caz, tot un patrat.
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