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Abstract:  The r2(N)~2c(N)N/ln N ln N is the Hardy-Littewood conjecture. We can obtain 
r2(N)=2c(N)(1±δ)(λ/ε)(π(N)π(N)/N) or r2(N)=2c(N)(1±δ)(ψ/εε)(π(N)π(N)/N). 
Becauseδ→0, λ/ε=ψ/εε＞0, We can proved Goldbach conjecture. If N → ∞, we can prove 
that λ / ε → 1, (or ψ / εε → 1,) we can prove that Hardy-Littewood conjecture. At present, 
only by experimental observation of these phenomena. 
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摘  要  本文指出，哈代－李特伍德猜想关于 r2(N)和 Pk(N)的计算公式中，应该增加参变量(1
±δ)、λ/ε(或 ψ/εε)。①(1±δ)＞0，λ/ε＞0。(或 ψ/εε＞0。)哥德巴赫猜

想(A)成立；②若 N→∞时，λ/ε→1(或 ψ/εε→1)。则哈代－李特伍德猜想(A)和

双生素数(p,p+k)数量猜想成立。目前，只能用实验验证λ/ε→1(或 ψ/εε→1)。 

关键词  哥德巴赫猜想(A)  哈代－李特伍德猜想(A)  双生素数猜想  隐函数 

 

0  引言。 

1742 年出现哥德巴赫猜想(A)：“偶数中的复合数都可以表示为二个素数之和。”简称“1+1”。 
1921 年，哈代在皇家学会演讲时指出：“哥德巴赫猜想似乎不能用 Brun 的方法(即 1920 年

的“9+9”到 1966 年的“1+2”。)来证明。能够最终证明猜想的方法，应该与我与李特伍德的

方法类似。我们不是在原则上没有成功，而是在细节上没有成功。” 

哈代说的“我们不是在原则上没有成功”指的是：①“1+1”的答案数量 r2(N) (又称表法个

数、解数)可以用公式(1)计算，简称哈代－李特伍德猜想(A)；②双生素数(p,p+k)数量 Pk(N)可
以用公式(2)计算，简称双生素数(p,p+k)数量的猜想；③哥德巴赫猜想(B)的答案数量 r3(n)的计算

公式。简称哈代－李特伍德猜想(B)。1937 年在大偶数中取得证明并称为“三素数定理”。 

(1)  r2(N) ～  
2N

ln2N  ∏ （1- 
1

(p-1)2 ） ∏  
p-1
p-2  ～ 1.3202

NN
N
lnln

  ∏  
p-1
p-2  

               p>2                  p|N                                 p|N 
                                         p>2                                 p>2 

(2)  Pk(N) ～  
2N

ln2N ∏ （1- 
1

(p-1)2 ） ∏  
p-1
p-2  ～ 1.3202

NN
N
lnln

  ∏  
p-1
p-2  

              p>2                   p|k                                 p|k 
                                        p>2                                 p>2 
哈代说的“在细节上没有成功”是承认还有未揭示的、对解数影响不明显的参变量(“细节”)。 
本文用素数个数的筛法公式和“1+1”解数的筛法公式指出，在公式(1)、(2)中除了要增加

(1±δ)外，(δ→0。)还有未被发现的参变量ε、λ、ψ，并以λ/ε或 ψ/εε影响着解数。 

1 对参变量及其近似值的进一步思考。 

N——偶数中的复合数。N=4，6，8，10，……。 

pi——素数。pi＜ N 。pi =p1，p2，…，pi，…，pr。i=1，2，…，r。r=π( N )。 
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根据素数定理，N→∞时，π(N)～
N

N
ln

，因此有
N

NN )()( ππ2
～

2N
ln2N ，前者是参变量，后

者只是参变量的近似值。换句话说，从理论上讲，公式(1)应该弃用近似值而用其确切的参变量。 
又因为除素数 2、3 外，其余素数可分为 p+=6t+1 和 p-=6t-1 这样二类，它们才是决定实际

解数的、最原始的、真正的参变量，换句话说，“1+1”答案的组成可分为三类：N1= p++ p+'；

N2= p++ p-；N3= p-+ p-'。已经知道，p-的个数(=(1+δ)π(N)/2)要比 p+的个数(=(1-δ)π(N)/2)多
一些。根据等差数列的素数定理，N→∞时，δ→0。所以，N3= p-+ p-'的解数要比 N1= p++ p+'

或 N2= p++ p-的解数多一些，可以用(1±δ)进行修正。目前，δ还无法计算，却可以用某些实验

显示出它的存在，所以，公式(1)应该用参变量及其“细节”δ表示出来，如公式(1A)所示。 

(1A)  r2(N)～
N

NN )()( ππ2   ∏   (1- 
1

(p-1)2 )  ∏   
p-1
p-2  (1±δ) 

                                                                     p|N       
                              3≤p≤

 
N             3≤p≤

 
N  

取 N=27～221。作不计及δ的公式(1A)和公式(1)的精确度(=计算值/实际解数)曲线，(见附录，

图 1。) 公式(1A)的精确度曲线在 1.0 两侧出现逐渐衰减的振荡，公式(1)的精确度曲线在慢慢

趋近于 1.0 的渐近线两侧出现逐渐衰减的振荡。这些逐渐衰减的振荡就是δ在变化。 
从图 1 可以看出，N→∞时，两式之间的差值已经可以忽略不计，取公式(1)更简单、方便。

这就是大家忽略公式(1A)的原因，但是，从内在原因及精确度考虑，必竟是公式(1A)更好。 

在图 1 中除了暴露δ外，几乎看不出其他的有规律性的“细节”了，下面采用别的方法。 

2 用三个假设也可以得到当年的哈代－李特伍德猜想(A)。 

    假设之一：假设不大于 N 的素数个数π(N)可以用公式(一)计算。 

(一)  π(N) = N  ∏  
p

p 1−
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假设之二：假设“1+1”的解数 r2(N)可以用公式(二)计算。 

(二)  r2(N) =π(N)   ∏  
1
2

−
−
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假设之三：假设“1+1”的解数 r2(N)可以用公式(三)计算。 

(三)  r2(N) = N(1-
1

1
p
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N         3≤p≤

 
N  
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    公式(二)×1=公式(二)×(π(N)/公式(一)的右边)后，可以得到公式(四)。 

(四)  r2(N) = π(N)   ∏  
1
2

−
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p
p
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p-1
p-2  ×π(N)/ N  ∏  

p
p 1−
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                         3≤p≤
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公式(三)×12=公式(三)×(π(N)/公式(一)的右边)2 后，也可以得到公式(四)。 

既然可以用二种方法得到公式(四)，而且，根据π(N)～
N

N
ln

，还可以从公式(四)得到公

式(1)，根据这一点，是不是说明可以用二种方法证明哈代－李特伍德猜想(A)？且慢，哈代当

年承认公式(1)“在细节上没有成功”。由此可见，公式(四)也是“在细节上没有成功”。因为公

式(1)和(四)都是由假设导出的，所以，要各自弄清楚在假设中忽略了哪些“细节”。 
为了寻找公式(四)中被忽略的其他“细节”(参变量)，再作公式(二)、(三)的精确度曲线，

(见附录，图 1，)在图 1 中，N 继续增大时，公式(1)、(1A)都趋近于 1；公式(二)、(三)都没有

趋近于 1，相反，它们的误差 c、d 却在增大，慢慢地会超过公式(1)的逐渐减小的误差 e。换句

话说，那时候公式(二)、(三)的价值还不如公式(1)。(公式(一)的价值则不如 N/lnN。图中未表示。)
优胜劣汰，这就可以肯定公式(一)、(二)、(三)因忽略了某些“细节”而不能作为计算公式。 

下面分析公式(一)、(二)、(三)中被忽略的某些“细节”并找到正确的表达公式。 

3  用二个筛法公式指出三个假设中忽略的“细节”，找到哈代－李特伍德猜想的新形式。 

大家知道，π(N)的筛法公式(容斥公式)如公式(3)[1]。 

(3)  π(N)=(r-1)+{N- ∑ [
N
pi

 ]+  ∑  [
N

pipj
 ]-    ∑    [

N
pipjpk

 ]+…+(-1)r[
N

p1p2…pr
 ]} 

                 1≤i≤r      1≤i＜j≤r         1≤i＜j＜k≤r 

公式(3)是准确无误的，其中[
N
pi

 ]、[
N

pipj
 ]等与公式(一)的

N
pi

 、
N

pipj
 等之间的小数点的差异

会聚沙成塔，最终影响计算结果，理论上要采用公式(4)才能成立。(公式(一)误认为ε=1。) 

(4)  π(N)＝εN   ∏   
p

p 1−  

                2≤p≤
 
N  

已经知道，“1+1”解数 r2(N)的筛法公式如公式(5)[2]。 



(5)  r2(N)= 2N(1,1)i + N(1,1)r 

=2N(1,1)i+π(N)r- ∑ π(pi)r+  ∑  π(pipj)r-  ∑  π(pipjpk)r+…+(-1)r-1π(p2p3…pr)r 
                   2≤i≤r       2≤i＜j≤r        2≤i＜j＜k≤r  

式中 N(1,1)i——N= pi+ (N-pi)=“1+1”的解数。这是公式(3)中与 r 相关的“1+1”的解数，N→

∞时，r 可以忽略不计，所以，N(1,1)i也可以忽略不计。 

N(1,1)r——N= p+ (N-p)=“1+1”的解数。p 是处于闭区间[ pr+ 1，N-pr-1]内的素数。其数

量是π(N)r。N→∞时，π(N)r～π(N)。 

ai+n pi，aij+npipj，aijk+npipjpk，…，——(N, p1p2…pr)=2 时，以 N 为末项、以 pi、pipj、pipjpk，…

为公差的等差数列。 

π(pi) r，π(pipj) r，π(pipjpk) r，…，——闭区间内，以上的每一个等差数列中的素数个数。

(pi∣N 时，π(pi) r＝0。) 
闭区间内的 ai + npi中的素数，(数量是π(pi)r。)都不会是“1+1”的解[2]。合计是∑π(pi)r，

应该从π(N)r中减去。在减去π(pi)r和π(pj)r时，因出现重复减去[2]而要补加π(pipj)r，合计是∑

π(pipj)r。同理，对π(pipjpk)r应是补减，合计是∑π(pipjpk)r，以此类推得到公式(5) [2]。 

公式(5)中 N(1,1)r是准确无误的，其中π(pi) r，π(pipj) r等与公式(二)的
1−
)(

ip
Nπ

、
)1)(1( −−

)(
ji pp

Nπ

等的数量上的微小差异会聚沙成塔，最终影响计算结果，理论上要采用公式(6)才能成立。(公

式(二)误认为λ=1。) 

(6)  r2(N)=λπ(N)   ∏   
1
2

−
−

p
p

   ∏   
p-1
p-2 。 

                                              p|N                 
                  3≤p≤

 
N         3≤p≤

 
N               

同理，公式(5)中的π(pi) r等与公式(三)中的正、反方向各筛去
N
pi

 的小数点上的差异会聚沙

成塔，最终影响计算结果，理论上要采用公式(7)才能成立。(公式(三)误认为ψ=1。) 

(7)  r2(N)= ψ
2
N   ∏  

p
p 2−

   ∏   
p-1
p-2 。 

                                        p|N            
               3≤p≤

 
N      3≤p≤

 
N          

ε、λ、ψ是存在的，见附录，表 1。用前面得到公式(四)的方法可以得到公式(8)、(9)。 

(8)  r2(N)= 
ε
λ  

N
NN )()( ππ2   ∏   (1- 

1
(p-1)2 )  ∏   

p-1
p-2  (1±δ) 

                                                                       p|N         
                                3≤p≤

 
N             3≤p≤

 
N  

(9)  r2(N)= 
εε
ψ  

N
NN )()( ππ2   ∏   (1- 

1
(p-1)2 )  ∏   

p-1
p-2  (1±δ) 

                                                                         p|N        
                                 3≤p≤

 
N             3≤p≤

 
N  

公式(8)或(9)就是找到“细节”ε、λ、ψ后的哈代－李特伍德猜想(A)的新形式，这些“细

节”方便了哥德巴赫猜想(A)的证明。 
定理 1  哥德巴赫猜想(A)成立。 

证明  从哈代－李特伍德猜想(A)的新形式公式(8)或(9)可知，(1±δ)＞0，
ε
λ
＞0，

εε
ψ

＞0。

必有 r2(N)＞0，也就是说，r2(N)有解且随π(N)增大而增多，哥德巴赫猜想(A)成立。证毕。 

由公式(8)=公式(9)，可知
ε
λ =

εε
ψ

。换句话说，若能证明：N→∞时，
ε
λ
→1 或

εε
ψ

→1，则

哈代－李特伍德猜想(A)成立。目前，我们只能用实验显示它们的存在，见附录，表 1。 
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4  讨论。 

本文得到哈代－李特伍德猜想中的隐函数
ε
λ
＞0 或

εε
ψ

＞0。并证明了哥德巴赫猜想(A)。 

本文用实验证实了ε、λ、ψ和
ε
λ =

εε
ψ

的存在。使我们看到，N→∞时，
ε
λ
→1 或

εε
ψ

→1，

但是，要证明“→1”却是比较困难的，换句话说，要证明哈代－李特伍德猜想(A)还需要时间。 

上述结果可以推广到哈代－李特伍德的双生素数(p,p+k)的数量猜想 Pk(N)中去，得到相同的

结论。换句话说，把公式(8)、(9)中的 p∣N 换成 p∣k 就是公式(2)的新形式。具体推导从略。 
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