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Abstract
Electroweak forces acting on TE, TM, TEM.

In a previous paper [1] we showed that the enargpuise four vector of the
propagation of electromagnetic fields into a waveguwand in free space can be
described by a Dirac spingr.

This suggest an analogy with for example TE-elegtidV-positron and possibly
TEM-neutrino.

Aim of this work is an interpretation of the actjohany, of the electroweak gauge
group SU(2)duU (1) on the before mentioned e.m. fields (TE, TM, TEMdes). This

Is based on the following observation: the enengyulse four vector is invariant
under a global transformation ef)(2) DU (1), so¢ can be “gauged” in order to verify
the effect not only of the electromagnetic forcé ddao of the weak forces.

In other words, what are “weak forces”, if any, 8, TM and TEM?

Obviously this requires “a modification of the Diraquation to accomodate the
larger gauge group” (Hestenes, [2]).

This is in fact done here, and it is shown thatahalogous of the “weak forces” can
be roughly interpreted in the following way: theb&'son acts as a horn antenna
(receiving or transmitting), performing the tramshation TEM«—— TE, TM, giving
or subtracting mass to the field; the Z° bosoasia radar target acting on the TEM
(neutrinos) with a doppler frequency. Those objeetge a mathematical counterpart
in gauge fields.

No Higgs boson is needed in the theory.

[1] G. Bettini, “Algebra di Clifford ed equazione Dirac per i campi in guida”,
available in vixra.

[2] D. Hestenes, “Clifford Algebra and the interfat®on of quantum mechanics”, in
“Clifford Algebras and their Applications in Mathaical Physics”, NATO ASI
Series, Reidel (1986)



TE, TM, TEM e interazioni elettrodeboli

Introduzione e sommario

Cio di cui intendo occuparmi qui (salvo suggestiigressioni) nore la fisica delle
particelle e annessi e connessi, ma € la desceizlelia propagazione di un
gualsivoglia campo elettromagnetico tramite il guadrivettore energia e impulso
totali.

Riferimenti utili ( elettromagnetismo, Algebra diifford etc.) sono in [1]...... [7], e
sulla teoria dell’elettrone in [8] [14].

Credo di avere ben dimostrato in [15] “Algebra diff6érd ed equazione di Dirac per
I campi in guida” che la usuale descrizione cord\M dei campi in guida ripropone la
equazione di Dirac. Inversamente, ho dimostratd’elqeazione di Dirac prevede (e
distingue ) i campi TE e i campi TM e ne descra@blarizzazione. Come
sottoprodotto, ovviamente, sono compresi nellasatdgscrizione | TEM.

Evitando considerazioni come direbbe Bohm “ontatbgl’, da un punto di vista
epistemologico cio che abbiamo di fronte e possiatandiare € quantomeno una
completa analogia formale. Abbiamo cioé una equezd Dirac che ammette campi
TE e TM, ciascuno con polarizzazioni eventualmempeoste, e idem con campi
TEM alla velocita della luce. L’'analogia formale@n elettroni positroni e neutrini.
Ho “visualizzato” la massa m con la frequenza dlitadi una guida che ammetta i
campi TE e TM che in essa si propagano. Ho infingualizzato” I'azione e I'effetto
di un campo di gauge generato@a ¢'=ye™?" (0ssia un potenziale elettrico), con
una variazione di dimensione della guida.

Esiste a questo punto una estensione dell’an&lsnon pud che incuriosire, e che e
per definizione un problema da ingegnere elettaratla portata di un ingegnere
elettronico. Accade quanto segue:

1°) il gruppo che lascia invariato il quadrivett@mergia e impulso totali del campo
elettromagnetico non e solo I""electromagnetic gaggpup’y - ¢'=ye? (Hestenes)
ma & il grupposu (2)OU(1);

2°) la applicazione di una trasformaziogi@(2) JU (1) localeé in fisica il modo con
cui si produce e si descrive la “unificazione eddrze elettromagnetiche e le forze
elettrodeboli”.

Orbene per farla breve non si puo essere soddi@i@tté non si sia visualizzato
I'effetto di una trasformazioneu(2)JuU(1) locale sul campo elettromagnetico ovvero

I'effetto delle “forze elettrodeboli” (if any) swampi TE TM e TEM.

Le due principali difficolta sono le seguenti.

Primo: la difficolta di una equazione di Dirac dmetti il gruppo e"# v e+
ovvero il grupposu(2)JU(1) con esponenziali da destra come trasformazione
globale Cio & necessario per introdurre campi di gaugau¢R)ou (1).



Secondo: la difficolta di poter esprimere matenaatiente il passaggio dalla velocita
della luce (ovvero TEM) a velocita v (ovvero TE TEIyiceversa, ovvero “dotare di
massa un TEM”, che potrei anche chiamare “la diffecdella particella di Higgs”.



La forza debole

Ho piu volte espresso l'idea che la azione di agfjeici su un segnale incidente
potesse essere interpretabile come la azionefdetle elettrodeboli, ovvero la azione
delle particelley Z° e W, rendendole cosi “fisicamente visibili”.

Per quanto riguarda la forza elettromagneticaudéaesponsabile la particelja
“fotone”, ho gia dato in [15] una interpretaziometérmini di campi TE e TM in
guida d’onda.

Ho tentato piu volte ma mi € sembrato praticamenpmssibile visualizzare la
azione delle particelle Z° e W, assimilandola aliéone di oggetti operanti in modo
acconcio sui TE TM TEM.

Teniamo per un attimo in mente la analogia “ele#c—— “segnale
elettromagnetico”, oppure se vogliamo la analogiatodi della meccanica
guantistica"—— “elettromagnetismo e radar”.

La deviazione o il rallentamento o accelerazionendsegnale in guida ([15]) trovano
la corrispondenza in fisica ovvero in meccanicangjgca con la cosiddetta “forza
e.m.” o “interazione e.m.”. Questa forza e esetitkalla particella fotone, portatore
della “forza e.m.”

Le particelle W e Z° portatrici della “forza debbtiovrebbero trovare la loro
interpretazione nella azione di un bersaglio radai,un ostacolo in guida , o simili.
E possibile sostenere questo punto di vista?

Si puo visualizzare la azione di un oggetto suagnale elettromagnetico incidente
per arrivare a dire: “ecco, questa e la azioneageltticella Z°” oppure “questo e
come la azione della particella W"?

Ora mi sembra che questo sia possibile.

Intendo mostrare che esistono oggetti fisici cherapo sui TE TM e TEM
analogamente all’'azione delle particelle Z° e Wkaitroni e neutrini.

Per il momento limitiamoci ad un esame qualitativo.

Rammento le analogie e mi aiuto con dei disegni.

neutrino:
campo e. m. trasversale (TEM)

in polarizzazione circolare a velocita c

elettrone (e positrone) m
campo e. m. avvolto a elica (TE o0 TM)
in polarizzazione circolare a velocita V V



Cominciamo a riassumere la azione del fotone. Ednta o devia elettroni

fotone

Nella analogia radar-elettromagnetica € un fittigiaida equivalente” che rallenta o
devia modi TE o TM.
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(Ho dato questa interpretazione in [15], Nel segddro una interpretazione piu
semplice di questa).

Proviamo invece a interpretare le azioni delleipalie W e Z° portatrici della “forza
debole”.

Nessun fotone e in grado di agire (deviare o rtdle) un neutrino, e cio € coerente
col fatto che nessuna guida agisce su un TEM esgmrddefinizione un TEM libero
da qualsivoglia guida. Sui neutrini viceversa pgideala Z°, la cui azione, vista in
termini di azione di un bersaglio radar, puo essmppresentata da uno scattering da
TEM a TEM, deviato o rallentato (o accelerato) A palarizzazione.
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particella Z°
neutrino/\/




L’oggetto che puo fare questo potrebbe esserelgmmente un bersaglio radar in
eventuale moto di avvicinamento o allontanamento.

Piu complessa € la azione della particella W. Essagrado di trasformare neutrini
in elettroni o viceversa (ed e pertanto una pdldcmtata di carica).

mv
V

’7/\

[\/ neutrino

Nella analogia radar-elettromagnetica un oggétmtrasforma TE, TM in TEM o
viceversa esiste ed e...... la porta di uscitaingtesso di una guida. Essa opera la
transizione spazio — guida e quindi obbliga le adptte trasformazioni.

__— S~
e VA Vet

elettrone neutrino neutrino elettrone

rijeella W

Si tratta ora di tradurre la azione di questi oggeoperatori matematici tali da
operare in modo analogo alle particelle Z° e W atoanica quantistica. Oppure
viceversa, tradurre il formalismo matematico daltéone delle particelle Z° e W in
meccanica quantistica in operatori matematici rapgntanti la azione
elettromagnetica dei vari oggetti.

E questo il compito che cerchero di risolvere stndo I'azione del gruppo

U (2)0uU (1) sui campi TE TM e TEM.



L’invarianza con su(2)ou(1) del quadrivettore energia e impulso

L’osservazione di base da cui partire e la seguente

Ho visto in [15] chey ha in definitiva il compito di fornire il quadrittere ¢Ty’ .
Orbene uno spinore si assegna con 8 parametri ene@tpastano 4 per assegnare un
tetravettore. Esiste quindi una quadruplice arbédta iny (Hestenes, [3], [4]), che e
rappresentata dalla trasformazione a 4 parametri:

(1) W' - ‘/BTjiﬁeijve—iweV’
(0 meglioy' - yge"#*1v-**ir essendo gli esponenziali non commutativi, tragfg).

ed é infatti significativo che una arbitraria t@shazione di questo tipo lasajay’
inalterato (vedi anche Appendice 1).

Ora il gruppo e™#*iv-*+ic ¢ jl grupposu(2)0U(1). In particolare, j,ij € SU(2), il
gruppo di tutte le rotazioni spaziali, le qualidiaso inalterator . La stessa cosa fa .
Tji . Ne segue che nella descrizione del campo elediyoetico con un quadrivettore
yTy" & possibile sottoporrg ad una trasformazione globate (2) U (1) senza
alterare il quadrivettore velocita (o il quadrive# energia e impulso).

Cosa accade se la trasformazione da globale dilasdal? Se imponiamo la
invarianza della equazione di Dirac anche perdrasdzioni locali disu(2)0uU (1)
nascono campi di gauge secondo le usuali tecnielheteéorie di gauge.

Il problema, per poter proseguire, € pero che)ai@lanzitutto accettata come lecita
trasformazione globale in una nuova equazione @dification of the Dirac

equation to accomodate the larger gauge group’tedes, [4]).
L’equazione di Dirac infatti cosi come e formulatzetta solo |
gauge groupe™.

electromagnetic



Una equazione di Dirac modificata che accettau (2)

Le basi di partenza che mi hanno fatto arrivamesaltato sono, direi, tre.
Una é la seguente. Mi ha sempre dato una sontatsirnento, sopratutto dopo che ho
riscritto a modo mio I'equazione di Dirac, il fattbe fosse scritta:

(3) oy =-imyiT
4) y=y. +ig,+Tig,+Ty,

con il segno (-) e non con il segno (+). Perché @apn (+)? Fra l'altro inizialmente
lo I'avevo scritta col (+), poi ho dovuto correggeper ricavare le equazioni scritte
con i segni cosi come le scrivono i libri.

o .0 ) o _
[& |a_ij4+aw3+(g+lmjwl_o
a .0 ) o _
(&"'la_y}//s Ew4+(a+lm}/j2_o
(5)
0 .0

Questa e la prima premessa. Dir0 poi come 'ho edup.

Ora racconto la seconda premessa. Nella (3) chediispesSu (2) come simmetria
globale (esponenti j,ij da destra) € la irritante posizione i dSe non ci fosse,
ovvero se fosse commutabile e commutato gotutto sarebbe risolto.

Per la partey, di ¢, essendo giustappuntccommutabile, posso scrivere
I'equazione nel modo da me desiderato cioé

6) oy, =-imy,T
che significa prendere per la parte:

(7)  w=y, =y, +Tjy,



Cosi pero e apparente ma illusorio dire che (6¢ttasuU (2) .

(Per esempio se modifigp con un esponenziale da destra y¢'=ye'”,
sostituendo in (7) si constata che nascono terimi@siderati nelle componeniiy,
che sono inaccettabili, percpgenon commuterebbe piu corche € la ipotesi
iniziale).

Questa e la seconda premessa. Diro poi cosa naviatoc

Terza osservazione.
Le soluzioni a riposo della equazione di Digag = -imyiT sono:

Y=e' ¢, #0

Y= je_m Y,#0
®) |

W =Tjie"“ W, %20

w=Tii(je™) g, #0

Nella mia rappresentazione della polarizzazionar&dsoluzione con solp, #0 e
cioe:

(9) Y=y, = e
rappresenta un TE a riposo con un campo elettrico
(10) E=gi+y (-if =gl =1 >|g=1

che ruota sul piano x, y da x verso y.
La soluzione con solg, #0 ossiay = jy, = je’* rappresenta, come nella teoria

dell’elettrone, la rotazione opposta.

Ma tutto questo accade solo perché ho scelto araitnente, per rappresentare il TE
(soddisfacendo la condizione che valga I'equazehridein Gordon), I'equazione di
Dirac o' = -imyiT . Se avessi scelto I'equazione con il segno opposton avrei
avuto le soluzioni con. opposto e dunque stavolta sarebbe stato ingecg“
(soluzione cory, #0) a rappresentare la stessa rotazione di ppienal campo
elettrico:

(11)  E=gi+y (i =g i =je i = e



Dunque € possibile usare per rappresentare lagtetszione di primaer il campo
elettrico anche con le equazioni di Dirac (5), raa it segno opposto di m nelle
equazioni che forniscong, .

E’ anche possibile usare democraticamente entrédenb@mponenti, combinate in
guadratura con sin e cos, in modo da mantene@izone:

(12) =1

Cio premesso, ho risolto tutta la questione pogipam proprio su questi tre fatti,
arrivando alla seguente propasierivo le equazioni per il solo senso di rotagion
E =e“i del campo elettrico, usando la stessa equazigne (6

(13) W =—imiyT
ma ora intesa con la accettabilita anche del texmine piu in generale di tuitnella
forma solita:

(14) Y=g+, + T, + Ty,

Ora non solo é apparente ma e anche possibilel8hagcettisu (2) .
(Infatti ora se per esempio modifigo con un esponenziale da destra. ¢'=ye'”,
sostituendo in (13) nascono termini nelle compangps che ora sono accettabili).

Sviluppata la (13) ottengo le equazioni (le scpeo onda piana in z per un motivo
che spieghero dopo):

+2 g+ i =0
or

0z

0 0

- +| — — =0
vt Z-iml,

(15)

0 0 .
-——yY,+| —+imy, =0
% o[ S,

cioe coincidono con le equazioni di Dirac (5) peda piana in z, ma con il segno di
m opposto nei termining, € my,.

10



Si interpreta la soluzione con le (10) e (11) cAeno modificate in
E=w.,i+y¢_(-])j, conunj per la partey_, per mantenere la condizione:

(16) g =1

(Per ulteriori considerazioni e dettagli si vedappendice 2).

Ribadisco che I'equazione (13) rappresenta le mdézionie™i del campo elettrico,
ossia quella che nelle convenzioni IEEE € una przazione R (“right”).

Si puo vedere che I'equazione fornisce i TE R e@avi TM L.

Una equazione analoga fornisce le polarizzazionL TEeft”) e TM R con un
cambio di segno din al secondo membro.

Le scrivo come promemoria, con I'opportuno indice E:

(13 a) Oy =—-imy,T
(13 b) Y, =+Hmiy T

Ovviamente poi pem=0 si confluisce in un’'unica equazione valida per TEB R
che L:

(13c) 0y=0

11



Analisi

La (13) nore piu la equazione di Dirac, ma € una equaziomdrdc “ristretta” (o
ampliata?), tuttavia si dimostra facilmente (sali@ssaggi) che:

-€ invariante per rotazioni spaziali intorno alfas;

-e relativisticamente invariante per qualunque cigddungo l'asse z;

-non soddisfa I'equazione di Klein Gordon in gefeerena la soddisfa per

* = ji+Ti, ossia per onde piane in z.
0z or

Il tutto basta e avanza per studiare TE TM TEM.in z

Ho sottoposto la (13) ad una lunga serie di védrdisu cui non mi voglio dilungare.
Racconto quella che é (forse) la piu significatveioé I'effetto di un campo di gauge
di U (2), e precisamente quello generato da

(17) Y- @=ye™,
L’equazione (13) con la introduzione di una accariderivata covariante” diventa:
(18) "W +imiyT —TYijw =0

e con lunghi ma canonici sviluppi:

0 0 . :
+—y | —+imy, -, *IW=0
azlﬂs (ar b~

0z ar
(19)
+i¢/ +(i—im¢/ +,*IW=0
oz ' \or s

0 d . :
—sz +(E+|m]¢/4 ~Yy,*IW =0

Perw =0 si ottiene la soluzione TE seguente:

W, = itz v, = ik
(20) wg = Be—ia,t+ikzz [//4 :_Be+ia1—ikzz
w- W
B= > kK =’ -af @, =m

12



Una soluzione analoga vale peri TM.
Perm=0 eW =0 si ha invece (fra le tante) la soluzione TEM (TEMht"):

W, = giatik;z W, = gtitik;z
(21) wg = e—ia,t+ikzz [//4 :_e+ia1—ikzz
k, =w

In breve le (19) rappresentano per0 campi TE e TM in una guida con taglio a
w, =m, e Si propagano nel modo che ci si aspetterebbe.

Perm=0 ew =0 sono campi TEM.

Piu complessa € la situazione per 0. Qui ho avuto varie difficolta, finché non ho
capito che occorre supporre che lI'accoppiamente deimponenti magnetiche col
campo creato da - ¢'=¢e™™ sia tramite una “carica di accoppiamento” di segno

opposto. In queste condizioni nelle (38)*iw e ¢, *iw cambiano di segno e si
trovano cosi le equazioni “giuste”:

0 J0 . .
+Elﬂ3 +(E+|m lﬂl _l//Z*|W=O
(22)

d d . .
—sz +(E+|m]¢/4 i, *IW =0

Esaminiamo l'effetto del campo di gauge.
Cerco una soluzione nella ipotesi tentativo (daficarsi a posteriori) che essa abbia:

b=,

W, ="

13



Le equazioni (22) diventano

N (—+u(m W>jw1 0
0z
—lﬂ4 ( _l(m W)j‘/’z

(24)
+—w1 ( ~i(m- W)jws

_il/lz (_'H(m W))‘/M
0z

di evidente soluzione:

wl - e—iax+ikzz wz — e+iax—ikzz
(25) ws - Be—ial+ikzz (//4 =_Be+ia1—ikzz
B:@ k22:w2_(m_W)2
[t (mw)

Ma le (25) soddisfano anche alle ipotesi tentaf®) e quindi sono soluzione
Nelle (22) quindi le soluzioni cop,,¢, # 0 a riposo, campi TE, rappresentano TE

che si propagano in una guida con taglio,a m-w.

Egualmente le soluzioni cap,,¢, # 0 a riposo, campi TM, rappresentano TM che si
propagano nella stessa guida con taglig am-w.

In sostanza la applicazione di questo campgudR) equivale alla transizione in una
guida con taglio ay, =m-w, conk? =&’ -(m-W)? e con velocita di gruppo:

(26) v, =99= -

b r dovew,, = (m-W)

La particolarita di questa guida € che pet m diventa una “horn antennajdssia
sparisceossi_il campo diventa un TEM
La conclusione € che la trasformazione di gaugey'=¢e*™ nelle equazioni (13)

dei TE TM equivale alla azione di una “horn antérinarasmissione.

14



Partendo da un TEM si ottiene il risultato esattaiménverso, da TEM a TE, il che
in Meccanica Quantistica sarebbe come dire chaétapesigenza della particella
di Higgs.

Faccio i passaggi relativi.

Si parta dalle equazioni di un TEM

0 0
+—y.+—w, =0
Pl Rl

0 0

- . :O
azl/’4+ar¢’2

(27)

0 0

+—y, +— =0
azwl arwa
0 0

—_ + :0
621//2 arw“

di cui considero ad esempio la soluzione TEM Ry(it)

wl - e—iwt+ikzz wz - e+ia1—ikzz
(28) wg = Be—iax+ikzz [//4 :_BeJrim—ikZz
B=1 k=’

Si introduca ora nelle (27) un campo di gauge conf22) ma di segno opposto.
(Presumo infatti ovviamente che, se la trasformeezidi gaugey - ¢'=yge™

equivale alla azione di una “horn antenna” in triasione, servira la trasformazione
oppostay - ¢'=ye™™ per la azione di una antenna in ricezione). Leagmuni del

TEM sotto la azione del campo di gauge diventarsd leoseguenti:
0 0 .
+E(//3 +Ewl +Y,*iIW=0
0 0 .
—5404 +$‘/’2 2
(29)
0 0 :
+E¢’1 +E¢’3 +¢’4 *IW=0
0 0 .
_sz +E‘/’4 Yy, *IW=0

15



E’ possibile che queste equazioni forniscano urRIEight”)?
Cerchiamone una possibile soluzione ancora una welta ipotesi tentativo (da
verificare a posteriori):

=y,

v, =y,

In questa ipotesi le (29) diventano:

0 0 :
Y+ — Y, + YW =0
PRUCRF L RS

d

0 ,
——azz/l4 +—6T(//2 -Y,iW =0
(30)

0 0 :
+E¢’1 +E¢/3 YW =0

0 0 .
_sz +E‘/’4 +Y, W =0

ossia giustappunto quelle di un TE “right” in unada con taglio ay, =w, con
soluzione:

W, = gricitik.z v, = pHici-ikz
(3 1) lﬂs = Be—ial+ikzz [//4 :_Be+ia1—ikzz
w-w
B= ° k? = - w,’ a, =W

Jw+ w, ’

Risultano a posteriori verificate le (23), quindiegta € la soluzione cercata.

La conclusione € che la trasformazione di gauge ¢'= g™ nelle equazioni (27)
dei TEM equivale alla azione di una “horn antenimaficezione, chiusa su una guida
con taglio aw, =W

16



Interpretazioni: la analogia con la particella W

Abbiamo visto che il TEM (28) a pulsaziomaeviene riportato in una guida con
=W, trasformandosi nel campo TE (31).

Per ragioni di continuita dobbiamo ritenere chEdlmantenga la pulsazione.
Con facili ma lunghi calcoli (Appendice 3) e comlarmalizzazione:

2y
32) w .

la quadrivelocita risulta:

k

T+22k
w

(33)  w(-Tyr=-T

Essa varia frg-T) nel caso estremo a riposo-€T(+ k) nel caso estremo di TEM a

velocita ¢ (nota. c=1 nelle unita di misura usate).
Appare in modo esplicito la velocita di gruppo @eltda lungo l'asse z:

(34) v, =d@- % ke

Ma esiste qualche ulteriore interessante interpiata che vale la pena di
evidenziare.
Calcoliamoygky * che risulta:

(35) Yk = Wy o-ziats2ik 2}
w
Possiamo raggruppare (33) e (35) in un’unica espmes ottenendo:

(36) (/l(—T +k)(//* - _T +z k k+ a) 2|ax+2|kzz _ T +£

dover & un vettore di tipo spazio, unitagcseguito delle (31) :
(37)  i="zg+Lberaaie 7)o
w

¢ descrive parametricamente un’elica~& ¢7) & una quadrivelocita che descrive
una propagazione alla velocita della luce lunglicke

17



Siamo quindi di fronte a un fate®ad una interpretaziopessibile.

Il fatto € il seguente:

la trasformazione (36) trasforma la quadriveloditan campo e.m. in moto lungo z
alla velocita della luce, mutandola nella quadoeéh di un campo e.m. alla velocita
della luce in moto su un’elica.

La possibile interpretazione é questa:
la trasformazione di gauge - ¢'=¢e™ simula I'azione di un’antenna in ricezione

con la quale un TEM viene riportato in una guidaicstorma di TE, viaggiando
istante per istante su un’elica alla velocita dieitze.

Graficamente il campo che percorre un’elica allacita della luce € indicato con la
freccia nera nelle figure, la freccia rappreseatadiocita sull’elica

\./

La velocita effettiva di traslazione secondo I'ade#ta guida € la freccia grigia.
La velocita di rotazione in circolo € la frecciabca.

s . . . () \
Fra le tre velocita vale in ogni istante la relaBo,” + (—)* =1 (nota: c=1 & la
w

velocita della luce nelle unita usate).

Fra le omega, omega di taglio e k (“vettore d’'ondaile una relazione analoga e
cioe o =w,” +k,°.

Le relazioni sono coerenti con la propagazioneuida

omega di tagli omega

k

Cio premesso, vediamo di interpretare I'effettavdche compare nelle (25).
Parlerd per brevita e piu 0 meno impropriamenténtierazione debole”.
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Esamino la missione di un TEM (da TE a TEM), ovveome liberare luce
intrappolata, ovvero cosa fa una “horn antenndiaamissione.
Parto dalle equazioni (22) che hanno come soluzioneampo TE che si propaga in
una guida con taglio a,, =m-W e/o un TM che si propaga nella stessa guida
sempre con taglio aj,, =m-w .
Valgono pertanto le (26) e anche

@ =(Mm-W)? +k,°
Uso guesta come chiave di lettura.
Primadella applicazione divil campo era in una guida con omega di taglio pari
(in particolare se« =m il campo_eraal taglio).
Sia « = Cost., come avviene per un TE in guida d’'onda.
| disegni che rappresentano l'effetto della intemae debole per valori crescenti di
W sono quindi questi:

omega di-faglio omega (energia) mega di‘taglio Qamega (energia)
(massa) (massa) . )

5

, v
k (impulsg) k (impo)s

-
- ~ -
~ - S~ -

omegg’di taglip omega (energia)
/(massa)]| ,

4

omega di tagli,6 (massa) zero omega (energia)
—E
‘ k (impylso)

-
S~ -

Sew =m il campo diventa un TEM.
Si nota che l'interazione debole non cede e noorbssnergia, ma redistribuisce
I'energia che da energia in circolo diventa enevigggiante.
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Esamino ora la trasformazione da TEM a TE ovveomie dare massa” a un TEM,
ovvero cosa fa un’antenna a tromba in ricezione.

Parto sempre dalle equazioni (22) cor 0 che hanno come soluzione “prima della
cura” (W =0) un campo TEM.

“Dopo la cura”, ossia dopo la applicazionendisi passa a un TE con “massa”
(nota per agire in questo modo si deve intendere @mdhna a tromba in ricezione
agisca con segno opposto alla trasmissione).

La chiave di lettura questa voltax. =W? +k,> con omega costante.

W compare nella formula come “omega di taglio” etk pew =0.

| disegni che seguono rappresentano l'effetto deterazione debole per valori
crescentidw,da W=0awW=c« :

Si parte da un TEM e si arriva a un TE con omegdaglio eguale av .

Se come caso estremo=« Si forma un TE fermoalla frequenza di taglio.
Anche in questo caso l'interazione debole non esden assorbe energia, ma
redistribuisce I'energia, da energia viaggiante@rgia in circolo.
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Altra analogia: la particella y

Mostriamo che il TE (20) puo essere rallentato@ebarato in guida tramite la “forza
elettromagnetica”, rappresentata dal campo di gatggdo dalla trasformazione di
U ¢ -y=ye™.

Poiché il campo (20) soddisfa la (13) e questattss (2) .e in particolare accetta la
trasformazioney - ¢'=ye™, posso introdurre questa come campo di gauge.

La introduzione di una apposita “derivata covagambnduce a:

(38) W +imiyT+Tyiu =0

e per esteso:

(39)

0 0 . .
—sz +(E+|mj¢/4 +¢/4|U =0

Come si vedra con una giustificazione a posteoocorre supporre che
I'accoppiamento delle componemtj,, col campo creato da - ¢'=yge™ sia

tramite una “carica di accoppiamento” di segno @p@adn queste condizioni nelle
(38) y,iu e y,iu cambiano di segno e si trovano cosi le equaziginste”:

+ai¢3 +(i+im W, + @il =0
Z

or
0 0 . ,
——Y, | ——im, -y,lU =0
Pl (ar W~

(39)

+i¢/1 +(i_im Wy +siu =0
9y, +(i+imj¢/4 —@,iu =0
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Cerchiamo una soluzione nella forma:

wl - e_i("t+ikzz wz — e+i(d—ikzz
(40)
lﬂs = Be—ia,t+ikZZ ¢/4 =_Be+ial—ikzz

con B indeterminato.
Sostituendo e con qualche passaggio si trova cha@uaione esiste ed ha:

_\/(w_u)_wo 2 _ (o 1IN2 _ 2
(41) B-JG;:UT:ZE kX =(w-U)*-af

In definitiva il campo procede in guida con uaaiminuita.
Ho interpretato in [15] questo fatto con la propagae del TE in una guida 2, “guida
equivalente” con una diversa frequenza di tagijp(ovvero dimensione, )

A
guida 1
dl’ a)O
I guida 2
d2 ! w0,2
da

Per questo si usi lg, =—, formula per la velocita di gruppo in guida d’onda

dk

z

Dalla (41) si ricava

(42) k, =y(w-U)*-«? e quindi

_dw _ | _ wg,z
(43) v, = k. -1/1 pr dove

44)  w,=-2
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Piuttosto che considerare una “guida equivalent@’fcequenza di taglia,, ,

limitiamoci invece a constatare in base alle (418 it campo procede nella stessa
guida, che ha frequenza di taglip, ma qualcuno o qualcosa ha mutato lasua
(a-U).

Questo qualcosa e individuabile dal punto di vistdematico nella operazione

w - @'=ye™, che ha agito sy diminuendone la. .

Dal punto di vista elettromagnetico una azionegeglere € prodotta dalla interazione
con un oggetto in guida che comunica al campadaugenza doppler (qui
negativa).

E’ certamente questa una interpretazione piu sempll immediata della precedente.
Ad ogni modo la azione risultante € quella deltarZh elettromagnetica” esercitata
dalla particellay .

Torniamo alle equazioni (39) e cerchiamo di queiz soluzione TM.

Dal punto di vista elettromagnetico a parita digoaetri w,«, non fa differenza che si

tratti di un TM o di un TE, nel senso chedafinale a seguito della interazione con
un oggetto in guida che comunica al campo una é&era doppler producendo
(«-U), deve essere la stessa per un TE o per un TNaviaiper ottenere questo e
necessario assumere al posto delle (39) altre sguazlle quali U va cambiato di
segno, come avviene con il cambio di segno deliaaalettrica  =+eVv ) nelle
equazioni di Dirac.

Precisamente le equazioni debbono diventare:

+i¢/3 +(i+imj¢’1 —hiu =0
0z or

d a .
—51/’4 +(a_r_|mj¢/2 +,IU =0
(45)

0

0 : .
+Ewl +(E—|mj¢/3 -y,U =0

0 0 . .
—sz +(E+|mj¢/4 +¢/4|U =0

Esse in effetti hanno soluzione TM ancora con:

(46) gY@ V)-a K2 = (w-UY -

Jw-U)+w, ’

Da queste discende la stessa velocita nella ghielaerebbe avuto un TE.
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Una interpretazione visiva

Come possiamo “visualizzare” gli effetti di Wyetesté esaminati? Come possiamo
piu in generale raffigurarci I'effetto dei vari candi gauge?

Facciamo qualche passo indietro.

Da un punto di vista matematico la parentela fiatierazioni elettromagnetiche e le
interazioni deboli € espressa dal fatto che tuseono da campi di gauge generati

dalle trasformazioni déu (2) DU (1)

Ad ogni trasformazione corrisponde un campo.
Le trasformazioni coinvolte sono quelle del tipo:

Y- yp=ye™

Y- yp=ye™

W - yp=ye™

[/I . w.zwe—TjiZt

quindi con esponenziali generatori delle rotazijrii , oppureik = j, oppureij = kj
e ove OCCOrrdjkT =Tiji .

Ora come dice Hestenes [12] nella teoria di Weigl&alam delle interazioni
elettrodebolisu(2)0U(1) appare come una simmetria interna in uno spatiatto
Invece, dice sempre Hestenes (traduco liberamksi® ipensiero) deve essere
possibile darne una interpretazione geometrica rspi&izio vero

lo mi sono proposto questo e qualcosa di piu: @sgere possibile darne una
interpretazione geometrica anche sui TE; TM e TEM.

Visualizzare cioe l'effetto delle forze elettrodéibmn solo sulle particelle
elementari (elettrone, neutrino ecc.) ma anchasumali campi TE; TM e TEM.
Riferiamoci ora esplicitamente alla azione dei getoei delle rotazionij =i, oppure
ik = j, oppureij =kj € ove occorrajkT =Tji .

Perché intervengono i generatori elettraife,i, ik=j, ij =k € ijkT =Tji ?
Facciamo anche qui un passo indietro che pari# ga.

La espressione

(47) Yty

fornisce il quadrivettore energia e impulso depooin esame (qui del modo
esame, TE, TM, TEM) descritto dallo spingre

Possiamo interpretare la azionegdnella (47) come quella di “mettere in moto” il
corpo, descrivendone contemporaneamente i covedttii di energia e impulso.
Operiamo una delle trasformazioni®li(2) DU (1), ad esempig - ¢'=ye™.
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La (47) diventera:

(48)  @Ty* =y Te " )y*

Da questa si capisce che se la trasformazione @ealcui:
(49) (e7°Te™®) =T

ossia “lascia invariatd ”, nulla cambia nella (47) perché:
(50) Ty =(e™Te™ )y =yTy*

U (2)0u(1) & per I'appunto “il gruppo di tutte le trasformaazi che lasciano
invariatoT ”. In particolaresu(2) che comprende i generatdyii, ik=j, ij=k &l
gruppo di tutte le rotazioni spaziathe lasciano invariato.

Come conseguenza esse non cambiano nella energia e nell’ impulso del corpo,
per qualunque condizione di moto.

Allora, si potrebbe pensare, non servono a niente?

Il fatto € che non cambiano energia e impulso dgb@ se sono trasformazioni
globali, come in (47), ossia con angoli costanti indiperid#alle coordinate.
Interpretlamo graflcamente guesto fatto.

| versorii | k T sono iversori degli assi x, y, z e dell'asse temm, seguendo
Hestenes, consideriamoli anche come assi “appiccadaorpo. Cosi essi sono
anche una terna di versdrij k che ne indica 'assetto, mentrene indica il “tempo
proprio”. Un qualunque spinorg determina su di essi delle rotazioni. In partiocela
sey e unitario le grandezze

A

vy =8

Uy = e,
(51)

yky" =&

Yy =& =

formano un sistema di assi ruotato rispettd & k T .
(Nota: se lay e una rotazione di Lorentz, “mette in moto” il gor Se viceversa e
una delle rotazioni dsu(2)0U (1), che & per I'appunto “il gruppo di tutte le

trasformazioni che lasciano invariafd, non succede niente, almeno per quanto
riguardart).

25



Con riferimento alla (47) e alla (48) un attimariflessione ci fa capire che una
qualunque delle trasformazioni di/(2)DU(1), ad esempi@™, puod essere
interpretata come una rotazione applicata pahmagisca, e prima chey abbia
messo in moto il corpo.

Questo aspetto € molto importante.

Limitiamoci alle rotazioni spaziali déu(2), con generatofij =i, ik=j, ij =k :

possiamo identificare una qualunque delle rotazidisiJ (2) che lasciano invariato
come unaariazione di assettadel corpoa riposo.

Procediamo da qui, per una spiegazione certampptessimata, ma che ha il pregio
di fornirci una immagine visiva della azione demga di gauge e di come essi
determinano la forza elettromagnetica e la forzabke

Ragioniamo su un campo elettromagnetico in polagmne circolare.

Adottiamo anzitutto una immagine del campo comeanpo al quale é appiccicato
un sistema d’asdi | k e in particolarek ne rappresenti 'asse di rotazione.
Ammetto implicitamente che il corpo o il campo ffio” intorno all’assek . Nella
interpretazione di Hesten&se I'asse di spin.

Con una figura rappresento il corpo come un picsalellite “spinning” intorno al
proprio asse.

Prendiamo in considerazione le rotazioni ad anfis$wm, trasformazioni globadli
U(2).

Abbiamo ipotizzato di poter assimilare queste riotzizli SU(2) che lasciand

inalterato (e quindi poi non interagiscono condamento del quadrivettore energia e
impulso) a una “variazione di assetto” del corggaso.
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Risulta abbastanza ragionevole (oppure del tularoso) pensare che, allorquando il
corpo “spinning” abbia cambiato comunglieassetto

cio non muti la sua energia complessiva, quandorad, né il suo impulso, quando e
in moto.

In pratica proseguira il suo moto con la consenraidi impulso, energia e momento
angolare.

Ma la situazione cambia (e cambia in modo integtiét) quando gli angoli sono per
esempio funzione del tempo.

Cominciamo dalla situazione piu semplice che & foifza elettromagnetica, in
contrasto con la successiva che vedremo che eza fiebole.

Essa e generata da una trasformazipney'=yge™*® ovvero piu esplicitamente

W - =y

Questa inserita nella equazione di Dirac produ@ediminuzione di. a (w-U).
Tralasciando di ripercorrere tutti i particolarcéci gia esaminati altrove, alla firé
compare come una energia additiva o unadditiva (0 come qui sottrattiva) che
gualcuno ha comunicato al campo (al corpo).

(nota bene: nodobbiamo pensare semplicisticamente che al termitigia
presente iy si aggiunga ur™" perché cosi sta scritt@lla formulay - ¢'=ywe™.
In effetti succede proprio questo, ma ce lo dide Bomatematica risolvendo la
equazione di Dirac).
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Abbiamo dunque qui una interpretazione immediagar@mmeno ha bisogno di
essere fatta perché....... e gia pronta.

Una rotazione aggiuntiva, portando la rotazioneseee piu veloce o piu lenta,
cambia I'energia del corpo.

E’ precisamente questo |'effetto di un potenzialeisa particella carica, in
meccanica quantistica I'effetto del fotopesull’elettrone.

Passiamo ai generatork = j eij =k .

Questi, come dice Hestenes (traduco) “non lasdiarariatok ”.

Possiamo chiaramente visualizzare gli effetti di tnasformazione di gauge con
k=j eij=kK.

Rammentiamo preliminarmente che nella teoria deterazioni deboli a questi due
generatori viene attribuita la azione della paliéc®/ e quindi e questo fatto che
dovremo spiegare. Rammentiamo inoltre che la aziefia particella W e quella, fra
le altre, di poter trasformare elettroni in neutro viceversa.

In una analogia con TE, TM, TEM diremmo brevemensginteticamente “dotare di
massa i TEM” oppure viceversa “portare TE, TM akdocita della luce. Da un
punto di vista puramente elettromagnetico si trditdotare un TEM di una
“frequenza di taglio” (che esso non ha) oppure ¢evéiberare TE e TM” dalla
propria frequenza di taglio trasformandoli cosT EM.

Ebbene cid premesso vediamo di interpretare geaaetente la azione &' = e

e die™ =e (i segni sono di comodo) su considerato ancora come asse di
rotazione del corpo.

A

Perp=v =§ si vede immediatamente ché® portak su (— ) e e portak suj.

e %K = - —
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Possiamo considerare la azione dei due generauariaente nel senso che entrambi
portanok sul piano trasverso (come pure farebbe una lombamazione.

Ovviamente pelp,v sg valgono posizioni intermedie.

Per p,v costanti queste sono variazioni di assetto e @muta la energia
complessiva del corpo, quando é fermo, né il symlso, quando € in moto.

Il corpo prosegue il suo moto con la conservazainepulso, energia e momento
angolare.

Sia invece per esempid” =e7* =e™ ossia I'angolo di rotazione intorno all’'asse x
divenga funzione del tempo=wt.

Possiamo intuire che succedera qualcosa di piu oty

La matematica ci fornisce la risposta, che ragiotmegnte ci viene suggerita anche
dall’intuizione:

il satellite rallentdl suo moto lungo z e acquista moto di precessione Kiintorno
all'asse z.

In sostanza parte della sua energia di moto vaengéa di rotazione.

U

E’ quello che succede per un campo in guida d’oi@dampo ha acquistato massa o
energia a riposo.

Perw =« il moto di avanzamento si ferma completamentermelgia e tutta posta in
rotazione (in guida d’onda il campo ¢ alla frequedgitaglio).

Resta cosi spiegato, pur se in forma indubbiani@tiva, come la azione della
particella W (in elettromagnetismo trasformazioael&M a TE, TM e viceversa,
attribuibile a una “horn antenna”) sia prodottdallasformazione di gauge

Y- =g
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Altra analogia: la particella Z°

Nella teoria delle interazioni deboli la azioneldgdarticella Z° si esplica attraverso
la azione congiunta dei campi di gauge prodottedahsformazioni con generatori
e Tji . Mi propongo di vedere se esiste una situazioaéga sui TEM.

Prendiamo in considerazione su un TEM la azionenditrasformazione
(47) W - wnzl//e—'l’jiZt—iUt

Questa comporta la introduzione di una appropdatavata covariante che conduce
alla equazione:

(48) oW+ jiYZ+Tyiu =0

Sviluppando per esteso si ottengono gli stessiitéimU gia calcolati nella (39), a
Cui si aggiungono nuovi termini in Z. Fatti gli apguni calcoli si ottiene::

0 0 : :
+E‘/l3 +E‘/’1 HY L+l =0

0 0 . .
_E‘/M +a_z_‘//2 +|¢’4Z —lﬂz'U =0
(49)

0 0 . .
+Ew1 +E¢/3 +|¢’12+¢/3|U =0

0 0 . .
_sz +E‘/’4 +”//22 _‘//4|U =0

Queste equazioni forniscono, in assenza dei cangaiudje, una soluzione TEM che
puo essere sia destro che sinistro.

Vediamo quali possibili soluzioni esistono in pmexe dei campi di gauge.

Cerco dapprima una soluzione nella forma (21) (TENNt").

Sostituendo le (21) in (49) cdg e « indeterminati si trovano effettivamente

soluzioni nella forma (21) con la condizione:
(50)  (k,+2z) =(w-u)

Dunque a partire da una condizione iniziale in @&s&li campi cork, = w deve
succedere chke, e « subiscano una modificazione tale da soddisfa(&@da

Da un punto di vista fisico la di un TEM puo aumentare o diminuire tramite la
interazione con un oggetto (o un “bersaglio”).
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Ad esempio consideriamo la seguente situazion@HM che si propaga secondo z
interagisce con un bersaglio in movimento che @thgnica una dopplen, e

prosegue in “forward scattering” con un aumentteljuenza da. a w+ w, .

Tuttavia se consideriamo il problema da un puntasia fisico lac di un TEM puo
aumentare o diminuire, mg deve farlo di conserva, sempre mantenendo la
condizione di uguaglianza fra e k (che significa propagazione a velocita c=1).
Ne segue dalla (50) che la azione di U e Z non miasibile con i segni che li
compaiono, vale a dire (per U e Z positivi) conaumento dk, e una diminuzione
di .

Pertanto I'unica ipotesi possibile € che sottodaformazione (47):

a) U e Z compaiano entrambi e non separatameritel'wo o solo l'altro;

b) U e Z abbiano valore uguale e segno oppostoneliqu

C) esistano “cariche di accoppiamento” verso Udk 2egno opposto.

Facciamo comparire nelle (49) la presenza di “ba&ri accoppiamento” verso U e Z
indicandole in parentesi quadra.
In modo del tutto subdole tendenzioso adopero i seguenti arbitrari nomi

chiamo[%] la carica di accoppiamento verso Z,;

chiamo[T3] la carica di accoppiamento verso U.
Le (49) diventano cosi:

0 0 )
t sttt [%} w,Z +[T3y,iu =0

—%% +%w2 +[%]ilﬂ4z‘[T3]‘ﬂin =0
(51)
+i¢, +i,/, +[Y/]iz//z+[T3]¢/iu =0
az 1 aT 3 2 1 3

_%wz +%¢/4 +[Y/2]i¢lzz —[T3]$4iU =0

Risolviamo con:

(52) [VZ - +ﬂ

e con.
(53) [T3]=-

N
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Si trova cosi la soluzione lo stesso bersaglio TEyht":
1) 1,,)

24 k, +=Z| =| w+=U

o4 ( 2 j ( 2 j

Questa soluzione é fisicamente compatibile e ra@mta la azione un bersaglio in
movimento che comunica una doppdercon un aumento di frequenza del TEM da

« a w+w,.La azione di questo oggetto resta cosi identdican il campo di gauge

prodotto dalla trasformazione (47).
Considero ora la soluzione TEM “left” in assenzaalnpi:

w - e+iax—ikzz w _e—iax+ikzz

1= 2=

(55) (//3 :e+ifd—ikzl w4 = _e—iax+ikzz
k, =w

Interagendo con lo stesso bersaglio di prima edjsioito la azione del campo di
gauge prodotto dalla trasformazione (47) si travieeecon le ipotesi (52) (53) la
seguente soluzione delle (51):

(56) (kz —%zjg :(w—lujz

2

Questo conduce alla situazione assurda per la uatesso bersaglio
comunicherebbe una doppler positiva ai TEM “rightina doppler negativa ai TEM
“left”, il che non e fisicamente ragionevole.

Dobbiamo quindi supporre“cariche di accoppiamenl@” TEM “left’verso U e Z
eguali a:

o [
e con.
(58) 3= +%

guindi opposte quelle dei TEM “right”.
Cosi facendo si trova la soluzione corretta (54).
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Le equazioni (51) unite alle specificazioni (523)5ppure (57) (58) consentono una
classificazione dei modi TEM “right” e TEM “left'in relazione alle loro cariche di
accoppiamento rispetto ai campi di gauge.

Risulta la seguente tabella di classificazionenaledli:

VA el

TEM “left”

TEM “right” -

NI N
NI~ NP

la quale ricorda evidentemente la classificaziogiendutrini nello Standard Model:
(ovviamente senza poter assegnare nessun sigoificaimboli, che ho scelto ad arte

in modo _subdolp
WA [r3
1

V. -

Vi -

NI N
N~ N

In conclusione, e distinguendo i fatti dalle intetazioni, abbiamo visto come dato
di fatto quale € la azione sui TEM della trasforroae di gauge (47) e abbiamo
evidenziato una possibile interpretazione in termi@nalogia con la azione di Z° sui
neutrini.
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Classificazione dei modi

Prendiamo in considerazione su un TEM la azioneditrasformazione generale:
(59) w . wlzl/E—TjiZt—iUt—ijV\ﬁ

Questa comporta la modifica di una appropriatavdéai covariante che conduce alla
equazione:

(60) o'W+ jiYZ +TyYiU +TYijW =0

Sviluppando per esteso si ottengono gli stessiitéimW e U gia calcolati nelle (29)
e (39), a cui si aggiungono i termini in Z. Fattigpportuni calcoli si ottiene::

0 0 : : :
+El//3 +E(//1 +ig,Z+yiuU +¢,*IW =0

_%‘/’4+%‘/’2+i(/l4z—¢lin —(/ll*iW:O
(61)

+ 0y v Oy vz + iU g, iW =0

92"+ ar’e 1 3 4

0 0 . . .
_sz "'51/14 +iw,Z-yY,iU -y, *iW =0

Questa e a tutti gli effetti una unica equaziongrado di rappresentare tutti i
possibili modi TEM “right”, TEM “left”, TM “right”, TM “left”, TE “right”, TE
“left”.

Partendo infatti dalle (61) in assenza dei camgjadige, che hanno come soluzione
TEM “right’e/o TEM “left”, si pu0 pervenire a tuttli altri modi in funzione della
presenza o meno dei campi di gauge e delle cathichecoppiamento pertinenti a
ciascun modo. Questo procedimento, oltre che luogatjene anche dei gradi di
arbitrarieta per cui mi limito ad accennarne lagiuiita.

Possiamo almeno mostrare che le (61) nonostafdeol@pparenza ostica hanno
soluzione.

Cerchiamo ad esempio una soluzione nella formarn(0gon B e, indeterminati.

Sostituendo in (61) le prime due danno la condzicomune:

(w-U)-W

(62) B= Py
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Le seconde due danno entrambe la condizione:

k, +Z
(w-U)+W

(63) B=
Per la soluzione deve dunque essere:
64)  (k, +2)* =(w-U) -W?

e si ha soluzione con:

(65) B _w-u)-w
w/ia)—U j+W

Una ulteriore discussione € al di fuori di cido chigpropongo in questo momento.
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Conclusioni
Abbiamo interpretato la azione dei campi di gauigeu(2) JU (1) sui modi TEM
“right”, TEM “left”, TM “right”, TM “left”, TE “rig ht", TE “left".

La interpretazione e stata fatta studiando i seijeéetti:
effetto delle trasformazioni du (2) sulle equazioni:

(13 a) o'y, =-imyw, T —periT™ “left’, TE “right”
(13 b) 'y, =+my T— periTM “right”, TE “left”;

effetto delle trasformazioni diu (2) DU (1) sulla equazione:
(13c) d'w =0—peri TEM “left’, TEM “right”.

Sono stati individuati gli oggetti fisici che imphentano queste azioni.
Sono state poi mostrate analogie, tutte ovviameistutibili e da approfondire, con
la azione diy,w,z°.
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Appendice 1

Invarianza di ¢y’ rispetto a su(2)ou ()

Merita fare per esteso i passaggi che mostramwéaianza digTy’ .

Con la:
(1) l//' N weTjiﬁ+ijV—id>+jp

risulta immediatamente con qualche passaggio:
(2) @)TW) =¢e™TE™)y
Per proseguire notiamo che I'elememnio gode delle proprieta:

(3) (Tii) =Ti
(4) (Tii)* = -1

e quindi per la (3):
WHTW) =ye™Te™y

PoichéTji anticommuta con T segue ancora:
W)HTW') =ye™e™ Ty =yTy’

che mostra infine l'invarianza @ity .
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Appendice 2

Relazione fra spinori e campi

Sia

(1) g=—(e™+je) =g, + jy
\/E 2

oppure invece

() p=—(e“+ie“) =y, + iy,
J2

Sey, e jy, rappresentano rotazioni opposte come in (1),aivaimente irrilevante
associare @ il vettore

3) E=g.i+y (-i)
oppure invece il vettore
(4) E=g.i+y (-i)i

Infatti in (3) e (4) cambia solamente la posiziameiale del contributay_(-j)
(seconda o secondoj). Questa posizione iniziale viene rapidamentesddsta
perché i due vettori sia in (3) che in (4) sonotamotanti, e quindi le due differenti
scelte equivalgono solamente a una diversa posizioniale o fase iniziale peg.

Se invecey, e jy, rappresentano lo stesso senso di rotazione co(@¢, iallora la

posizione iniziale dei due vettori viene mantemghtempo e pertanto non é
irrilevante la loro posizione: devono essere indjatura

La scelta da fare € pertanto la (4), che risulegadta ad entrambi i casi.
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Appendice 3
Normalizzazione diy

Abbiamo visto che il TEM (28) a pulsaziomaeviene riportato in una guida con
w, =W, trasformandosi nel campo TE (31).

Per ragioni di continuita dobbiamo ritenere chEdlmantenga la pulsazione.
Lo riscrivo per esteso nella forma completa

1) Y=g+ g, Ty, + Ty,

e con la normalizzazione:

(2) =1

Risulta, con facili ma lunghi calcoli:

(l+ BT] )e—iamkzz + j(l— BT )e+iax—ikzz

— *=1
J2y1-B? w

Il quadrivettore energia e impulso, o quadrivebbcion la normalizzazione (2),
risulta con altrettanto lunghi calcoli (prenden@®d) come quadrivelocita a riposo):

) w-=

1+B*-~. 2B
—_ T +
1-B? 1-B?

~>

(4) @y = — gy =1

Questa si puo ulteriormente esplicitare.

Da:
w— W
5 B= 0
(5) T
risulta
6) w(Tyr=-27 g =1

a)O a)O
Questa diverge pan, =0.
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Con una moltiplicazione pe‘;p0 (vedi dopo) potremmo fare apparire in modo

esplicito la velocita di gruppo dell’onda lungod&e z:

dw ok
7 v =—=,[1-—2 ="2
(7) ¢ dk, W w

Calcoliamo anche la posizione di:

8) & =yky*

cioe quella che, nella interpretazione di Hestesukésnoto di un “piccolo corpo
rigido”, dovrebbe essere la posizionedilurante il moto oppure, nella

interpretazione di Hestenes sull'elettrpleeposizione dello spin. Risulta, sempre con
lunghi calcoli:

(9) % :4[424[/* = g a2k 7] N W =1

difficilmente interpretabile come spin.
Questo é tutto cid che si ottiene con una normatizme ayy* =1.

Questo tipo di normalizzazione, apparentementdiggate, non é pero la piu adatta.
Basti pensare che nella situazione limite di cafipM e gy* =0 e quindi la

divisione pergy * che occorre per normalizzare non € piu possibile.
E pitl conveniente la normalizzazione:

2
(10) w e

col che la quadrivelocita risulta:

k. ~
(11)  @(-Ty*=-T+-2k
w
Essa varia frg-T) nel caso estremo a riposo-€7(+k) nel caso estremo di TEM a
velocita ¢ (nota. c=1 nelle unita di misura usate).
Cosi pure tutto il resto delle formule & megliemiretabile, come fatto nel testo.
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Appendice 4

Algebra di Clifford

Introduciamo un’ Algebra di Clifford cosi fattavérsori degli assi x, y, z siano:

(1) Pk
In piu, ove occorra, un versore per l'asse tempo:
(2) T

Nota: i j k Tsono a volte indicati secondo gli autori cere,.e,,e,. Per essi si
assumono comunque le seguenti proprieta:

(3) i?=1 j?=1 k®=1 T?=-1 ji=-] etc

| versorii | k sono come d’abitudine a modulo 1 (-1 per 'assep®). Tutti i
prodotti fra i versori anticommutano.

Usiamo gli “immaginari”i j T per generalizzare I'usuale unita immaginaridel
piano xy
(4) i=i] j=ik T=iT

Nota: per il motivo di questa generalizzazioneexlano le successive (12) e (13).
[l tutto, unito alla regola riguardante i coniugati

(5) (AB) =B"A’

genera tutte le proprieta che interessano.
E’ sufficiente difatti ammettere chiej k non cambiano per coniugazione (come &

intuitivo che debba essere) per ricavare per eseropitrovare, la usuale regola per
il coniugatoi”:

6) i =i =i =i =] =-

M i=-i Te-T
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Valgono, conseguentemente a (3) e (4), le:

8) i*=-1 j?*=-1 T?=1

(9) ij=-ji iT=-Ti jT=-T]

L'algebra a 16 elementi

1, 1§ ] kT (4elementi), i] iT etc. (6 elementi)jjk etc. (4 elementi), ijkT

contiene una subalgebra pari a 8 elementi (“evealgebra of a Clifford algebra”,
Hestenes)

1, i] iT etc. (6elementi),  {jkT
riscrivibile a piacimento come formata da tuttoisgibili prodotti frai j T
1,0, j, T ,i0j ,iT, jT ,Tii

L’elementoTji conseguentemente alle precedenti proprieta gdtie de
(10) (Tii) =Tii

(11) (Tji)? =-1

Il complesso
(12) z=x+iy ( x=iz=xi+y])

si generalizza nello spaziotempo con
(13)  z=x+iy+jz+Tr (X=iz=x +yj+K+1T)

(senza confondere gli z a primo e secondo membroy)s
Vale la proprieta

(14) Z =x*+y*+2°-1r* (X*°=xx=2)
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Sul piano xy i simboli o operatori

15) a=2-i2
ox oy
a:i+ii

ox oy

servono rispettivamente a esprimere la derivagacehdizioni di Cauchy Riemann.
Questi si generalizzano in

16) a=2-i9_ ;9 19
ox o0y "0z Or

a*:i+ii+ji+Ti
ox o0y "0z Or

e vale la proprieta

0> 9%  9® 0°

17 00 =00=—s+——>+——
(7) ox> oy* 0z*> or’

Alternativamente al simbolo o operat@reche serve a esprimere la analiticita si puo
adoperare I'operatore che si ottiene moltiplicapéoi da sinistra
(nota: sed” f =0 ancheid’ f =0 e viceversa).

L’operatore cosi ottenuto

e formalmente come si vede un quadrivettore, ceme

Eccetera eccetera.

Questa algebra differisce dalla STA per la scadtladase con le proprieta (3). La
scelta della STA e una base di vettori “spacelikgk = 1,23) a modulo -1, e un

vettore “timelike” a modulo 1. Si ha cosi una basto spaziotempo che in luogo
delle (3) ha le proprieta:

(19) y=-1y-=1
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Cosi facendo per ottenere una base di tre versgli assi x, y, za modulo 1 si
devono definire i tre bivettori (Hestenes, [3]):

(20) g =V

Hestenes nota esplicitamente le opportunita dellaidell’altra scelta ([3], pag.25):
“If instead we had choseyf =1, = -1 we could entertain the solutian =y, ,
which may seem more natural, because...”, percbé Hestenes, i vettori nello
spaziotempo sarebbero anche vettori dello spazio.

Preferisco mantenere questa scelta pitl adattinggljneri (versori | k a modulo
1, unita immaginaria, numero complessg+iy, eccetera).

Oltretutto (Doran,[2]) per qualunque delle due &ckd algebre pagono isomorfe,
per cui lavorando nell’algebra pari non cambia ta@en

Vorrei infine notare che tutte le dizioni che hatescome vettore, numero
complesso, immaginario, versore eccetera eccatdiamano mnemonicamente
concetti del passato e ci possono talvolta aiuteresono sostanzialmente fuorvianti.
Tutti gli enti che abbiamo introdotto sono semplicement@er| e se vogliamo
possiamo correttamente chiamarli “Clifford numbessiggiacenti alle semplici
regole, somma prodotto e divisione, dell'algebr&iififord. Lo stesso discorso vale
per i simboli quali I'asteriscg)’ oppure() oppure() che qui hanno la sola funzione
di richiamo mnemonico. Cio che conta sono solatppeta dell'algebra che ho
brevemente riassunto.
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