Essai sur I’'Hypothése de Riemann

MADANI Bouabdallah

De tous les mathématiciens de renom sollicitéd,Mendrzej Schinzel (IMPAN, Pologne),
et que je remercie infiniment, a accepté d’examimen texte début janvier et il en ait résulté
3 observations. )

Les 2 premiéres ont été solutionnées ef'Td@fait I'objet d’'un désaccord.

J'ai demandé l'arbitrage sur ce point a MM. P.ddelj R. Langlands, E. Bombieri

(IAS, Princeton), Umberto Zannier (SNS; Italie)Mine C. Rousseau( U.M.I.)

Je n'ai pas eu de réponse.

Que signifie ce silence ? Censure, boycott ?

Je serai heureux d'avoir I'avis des mathématiganges possibles erreurs du texte.

Abstract

J.P. Gram (1903) writes p.298 in 'Note sur leszémla fonction zéta de Riemann':

'Mais le résultat le plus intéressant qu'ait docméalcul consiste en ce qu'il révéle
l'irrégularité qui se trouve dans la série de#l est trés probable que ces racines sont liées
intimement aux nombres premiers.

La recherche de cette dépendance, c'est-a-dirad&ne dont unea donnée est exprimée au
moyen des nombres premiers sera l'objet d'étudi&seauires.

Also the proof of the Riemann hypothesis is basethe definition of an application between
the setP of the prime numbers and the sedf the zeros of.

Résumé: Comme la fonctio de Riemann est en relation étroite avec la distioh des
nombres premiers, la démonstration de I'Hypoth&sRidmann repose sur la définition d’'une
application entre I'ensembf® des nombres premiers et 'ensembldes zéros dé.

Hypothese de Riemann
Les zéros de la fonctioghde Riemann appartiennent tous a la droite critiqa(%.

Introduction

Soient les ensembles

P ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,...},
§={s;:jeN"etl(s;) = 0}c C,

D = {cjk = (ji bjx) € R* x R* 3,/ajk2 + by =p; € P},

E:{Zkz(Xk,yk)E R X ]R:Xk2+ ykz >O},

et les fonctions
f:DXE — C, (Cjk! Zk) — (a]-k + i.b]'k).(Xk + i.yk),
prl:DXE — D,

h:D — P surjectivecy — p; = / aj” + by’

g:P —35,pj—s;.



Etude
On suppose que I'Hypothése de Riemann est fausssgle N*, 3 s/ € S,

Ry 1 * * * .
3 §; verifiant 0< §; < NELA R} et3 (ajm, bjm) € R* X R* tels que :
r_ L :
- Sj —(E+5j)+|.tj,
- ((S]’) = O’

2 2 _..2
- a]-m +b]m —p]

Mais {(s;) = 25 751 sin %).F(l-sj’).((l-sj’) avec 1s; = (% — §;) — i.t; eten vertu de la
conjugaison des zéros alors :
7] 1 .
U =G~ 8) +ig) =0,
- ajp® + by =p; avec f,, bjy) € R* X R* (1)

Nous obtenons alors les systemes :

1
Xm-ajm - Ym-bjm :E+6j, (2)
Xm- b]m + Ym- a]-m = tj (3)
et
1
Xn- a]-n - Yn-b]'n :E — 6] (4)
Xp- b]n + Yn- a]-n = tj (5)
_ ( +6]-).xm+ tj-Ym _—(%+6j).ym+ tjXm
avecajm Xm® + Ym? ' b]m - Xm® + Ym®

—(% - Sj).yn+ tjXn

ajn - Xn® +yn? ' b]n - Xn® +yn?
1) Exploitation des données.
. _ tj ~ Ym-3jm [P
De (3) nous tirons,, =-——— etque nous reportons dans (2) d'ou :
jm

1
tj-2jm — Ym-(@jm” + bjm?) = € + ). bjm,

1 2
_(G+5))bjm pj
ty =22 by L

ajm ajm

=Xn-bjn + Yn- ajn- (6)

tj — Ynajn

De (5) nous tirong, = et que nous reportons dans (4) d’ou :

D

n

tj = 2 2 :Xm'b]'m + Ym- a]-m. (7)
1_5)b 2 (2+45;)b; p?
(6) et (7) donnentz—21)%n a.’) R T -2 a.’) =+ Ym
jn jn jm jm
1 1
C(3468;)b; 1_65;)b; 2 2
pUIS(Z J) jm- (2 ]) jn =yn.p._1 — ym.z_’—’,

ajm ajn a]n a]m



2 _ (ajn bjm_ ajm bjn) + 2.6]'.(3]'11 bjm+ ajm bjn)

t enfinp; =
ete p] 2(ajm-Yn— jn Ym)- (8)
Comme 0< §; <% alors 0< 2.6; < 1 et (8) donne
2 Anbjm  _ 4
p] < (ajm-Yn— ajn-Ym) B (9)

On remplace dans (8)n, bj, etaj, par leurs expressions d’ou :
AI

T Gm® +ymD(Gn® +yn?)
A :[(% - 5j).xn + tj.yn].[—(%+ 5j).ym + tj.xm]
A =t} X Yo t tj.[(% - 6j).xn.xm —(%+ 6j).ym.yn] —(% — (sz).xn.ym

B’ <
= ou
Xm® + Ym*)-(En® + yn?)

e 8 ] -
(S A P
G _(3-8) '+t

et x,2 +y,2 = o alorsB’ devient :
J

2 2

N |

Comme X% + yp,? = o

i
2

1—6]') +if]2

B’ :[(%+ 61‘)-Xm-yn + tf-Ym'y“]'((z P;

(3+ Sj)2+ t2

)_

1
[(5_ 6j).xn.ym+ tj.ym.yn].( p]z 1)
24!
etp; < §= p;,, avec

1 1 2
(5_ (Sj).xn.ym + tj-Ym-Yn]-((E + 6]-) + 7).
Alors (9) devientB"” < A’ & 0< A'—B").

B" =[ §+ 6j).xm.yn + tj.ym.yn].((§ - 6]-)2 +t7) -
|

Le développement d&” donne :

2 2
B =(24 8).(2- ) xmyn H(24 6)-Zxmvat (2= 8) 6 mvn
(3 8)-(3+ ) o= (3= ) ommom = (3 ) -4
B”:(% - 5]-2).[(% — 5j).xm.yn— (%+ Sj).xn.ym] +
tj-Ym-Yn- [(% - 5;)2 - (% + 5]')2] ==2.8j.t;.ym-Yn +
tjz.[(§+ Sj).xm.yn — (%— Sj).xn.ym].
Alors A'— B" = t/. [— (% + 6]-) Xm-Vn (% — 6]-) Xp-Vm + xm.yn] +
+tj.[(% — 5j).xn.xm —(%+ 6j).ym.yn+ 2.5j.ym.yn]

1 ) 1 1
_(Z — 6 )[(5 - 5j).xm.yn— <§+ 5j).xn.ym+xn.ym]



! " — 1
A'—B _(E - 5) 1:2 (Xm-Yn* Xn-Ym) + ¢ (— - 5) (Xm-Xn = Ym-Yn) —
1 1
(E - 5]-).(2 ) ).(xm.yn — Xp-Ym)-
(9) donne alors :
1
0 < 7. (Xm-Yn* Xn-Ym) + tj. Xm-Xn — Ym-¥n) — (Z — 5}.2) .(Xm-Yn — Xn-Vm) (10).

L’étude de cette inégalité amene a envisager 2 cas

@) Xm-Ynt Xn-Ym =0,
b) Xm-Vnt Xp.Ym # O.

a) Xm-Yn"' Xn-Ym = 0= Xm¥Yn =~ Xn-¥Ym et
(10) = 0< by Gt Xo = Yo ¥o) = (5 = 8%) 2 X Y
EtXm-Yn+ Xn:Ym = 0 = XmXn~ Ym'Yn = — ((an + Vn )

Il faut distinguer ici 3 éventualités :
o) — i ((Xn + Ynz) >0,

B) = 32 ((w” + ya?) <0,

Y) - };,_r: ((an + Ynz) =0

Q) — ;’,—m,((xn2 + yu3) >0 & XXy > Y- Vi, il implique :

ym €ty de signes contraires dopg.y, < 0 et 2 possibilités
* ym > 0ety, <O
Xm- (Xn- Ym) = — XmZ-Yn > YmZ-Yn < 0>y, (sz + sz) = (sz + sz) >0

* y,>0ety, <O
(Xm-Yn)-Xn == an-Ym > Ynz-Ym < 0> Ym- (an + Ynz) = (an + Ynz) >0

B — yy—‘:.((xnz + v,%) <0 © XXy < Y- Vi, il implique

Vm €ty, de méme signe dong,.y, > 0 et 2 possibilités :

* yn<Oety, <O
(Xm-Yn)-Xn == an-Ym > Ynz-Ym < 0> Ym- (an + Ynz) = (an + Ynz) >0
Xm- (Xn-Ym) = = Xm>-¥n > Ym-¥n © 0> yn. Xm® + ¥m?) = EXm® + Ym?) >0

* ym >0ety, >0
(Xm-Yn)-Xn == an-ZYm < Ynz-ZYm <0< Ym- (Xn22+ Ynz)z: (an ;l' Ynz) 2> 0
Xm- (Xn-Ym) == Xm“Yn <Y¥m“-¥n © 0<yn. Em” + Ym") = Em” + ym) >0
La contraposée des éventuali®@set ) impliquent que— — ((Xn + yn?) =0.
) — 2 ((x,2 + yp?) =0 induit :

= 0 car(x,? + yn?) # 0,
xn Vm =Xm. Yo = 0 d'oly, =0 car(x,® + yn%) # 0,



0 . . .
Xm-Xp — 0 =5 +Ce qui est impossible.

0
Xm:-Ynt Xn. Ym= 0 = XXy :6-
Lemme 1 X, Yot X4 Ym # 0.

b) Xm.Ynt Xp.- Ym # 0 et

1
0< tjz- (Xm-Ynt Xn-Ym) + 8- Km-Xn — Ym-Yn) — (Z - ajz) - (Xm-Yn = Xn-Ym)-
A= (xm-xn - Ym-Yn)Z + (1 - 4. 8j2)-[(xm-Yn)2 - (Xn-Ym)z]-

2 cas possibles :
* Xm-VYntXn-Ym <O
* Xm Yot Xn.Ym > 0.

* Xp.Vnt Xp-¥Ym < 0implique :
1
a) tj- (Ym-Yn - Xm-Xn) + (Z - 6]'2) . (Xm-Yn - Xn-Ym) < tjz- (Xm-Yn+ Xn-Ym) <0

b) Xp-Vn+ Xp.¥m <O (11)
C) (Ym-Yn - Xm-Xn) <0 (12)
d) (Xm-Yn — Xp- Ym) <0 (13)

(11) et (12) = Yn-(Xm + Ym) < Xn-(Xm - Ym)
(12) et (13) =  yn.(Xm + ¥Ym) < Xn-(Xm + ¥m)-

Il'y a 2 possibilités :

Xn-(Xm _Ym) < Xn-(Xm + Ym) = 0<Xnp.Ym (14)
ou

Xn-(Xm + Ym) < Xn-(Xm - Ym) = Xp.Ym <0 (15)
(11) et (14) :0 < Xp. Y = Xm-Vn <O

(15) : Xp.ym < 0 et supposons qug,.y, > 0 alors
(13) donne X xpp,.¥n < Xp.-¥Ym < O contradiction.
Doncx,.ym <0 = x,.¥n <O0.

(14) et (15) induisent dong,,.y, <0 et la contraposée conduikg. y,, = O.

ti—yn.ajn ).(tj—Xm.bj
Oan-ym:(] Yn ]n)(] m-Djm)

aim.bin

Et donC(tj — Vn- a]-n). (t] — Xm- b]m) =0

On pose;j; =Xy bjy, ettj; =yn.aj,

Mais t]1 = me]m - (ym =0etO< Xm.Xn)
et t]2 =VYn- a]'n - (Xn =0 etym.yn < O)
par identification respectivement de (3) 8t (5

En remplacant,, = 0 dans (10) on obtient :

— xm.yn.[tj2 — G — 5j2) ] < tj. Xm. Xp AVECX .Yy < 0 et 0< Xy . Xy
et comm%tj2 — G — 6j2)] < t7, il faut envisager 2 possibilités :

* — Xm-Yn- tjz <t Xm-¥Yn © — Xm-Yn-tj <Xm-Xp (16)

* 6 Xm-Xn < = Xm-Yn-tf € Xm.Xn < = Xm-Yn- i (17)



(16) : 0< Xp. (Xn +yn.-tj) implique :

a) Xym > 0 et(x, +yn.tj)) >0 = (v, <0,x, > 0etx, +yy.t; >0)
=X, > — Ypfj = _X—;>t]-.

b) Xy <0 et(xy +ynt)) <0 = (y, >0,x, <0etx, +y,.t; <0)

= Xp < — Yn.tj = %<—tj =< -

Donc a) et b) donnent tous les deépix —’;—“ et la contraposée induit qug, =0
d'ou tj; = Oet0< 0.x,, ce qui est impossible.

(17) : Xm. (Xn + yn-tj) < 0 implique :
a) Xy > 0 et(x, +ynt) <0 = (yp<0etx, <—y,t;>0)=1t;>—=

Yn

b) X < 0 €t(Xy +Yn.tj) >0 = (y, > 0etx, > — y,.t; < 0) =t >—’;—“

Donc a) et b) donnent tous les depx — ’;—“ et la contraposée induit gug, =0
d'outj; = 0et 0 < 0.x,, ce qui estimpossible.

En remplagant, = 0 dans (10) on obtient :
1
VYot < xm.yn.[tj2 — (Z - 6]-2)] avecx,,.y, <0 et y,.y, <0
et comme{tj2 — G — 6]-2)] < t7, il faut envisager 2 possibilités :
* Xm-Yn- tjz < tj- Ym-Yn < Xm-Yn-tj <¥m:¥n (18)
* tj-Ym-Yn < Xm-Yn- th S ¥m-Yn < Xm-}’n-tj (19)
(18) : yn. Xm — Ym-tj) < O implique :
a)yn>0et(Xptj—ym) <0 = En<0etxy.tj —ym <0)
= —Ym < Xptj = 2Bt o4 >E

m Xm

b)yn<O0et(Xp.tj—ym) >0 = (xp >0etxy.tj —yy >0)
= X tj > Y = 4 > 22

m

Donc a) et b) donnent tous les depx ’;—“ et la contraposée induit qyg =0
d'out;; = 0et y,. 0 <0, ce qui estimpossible.

(19) : O< yp. (Xm — ym-tj) implique :
a)yn>0et(Xptj—ym) >0 = xn<0etxy.tj —yn>0)
= Xpt) Sym =<2

Xm
b)yn<O0et Xp.tj—ym) <0 = Xy >0etxy.tj —y, <0)
ﬁt]<:—m

Donc a) et b) donnent tous les depx ’;—“ et la contraposée induit qyg =0
d'out;, = Oet yn.0 <0, ce qui est impossible.

Lemme 2: X,.ynt+ Xp. Ym < O est impossible.

* Xm Yot Xn.Ym > 0. ,
A=Xp-Xp— Ym-Yn)? + (1 — 4.6;°).[(Xm-Yn)> = (Xn.Ym)?] = Ocart; € R}.



—(XmXn— Ym-Yn) > 0.

2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)

On adondXm.Xp — Ym-Yn) # 0 €t(Xm.¥n)? — (Xp-¥m)? < O qui induisent
Xm- Yot Xn-Vm > 0 etx. Vo — Xp-Vm <0 = Xp-Xp — Ym- Vo) < 0.

O()Azo = tj=

- - _ ~Xm-Xn=YmYn)
Commetj =Xm- bjm + VYm- ajm =Xn- b]n + Yn- ajn et quetj = m

I'identification conduit a :
_ Yn — Xp t

a. — , .
M2 (Xm-Yn+ Xn-Ym) ]m 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)
- Ym —Xm

a- g , . ——— e
M 2.(Xm-Yn+ Xn.Ym) ]m 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)'

Or aj,” + bjm? =ajy* + bj,? =p7 et donc

2 — Xn’+ yn® _ Xm’+ Ym® : :

;= = ce gul entraine gue
p] 4.XmYn* Xnym)?  4.(Xm.Yn+ XnYm)? 9 q

Xn> + Yn’ =Xm’ + Ym® qui n'est vrai que s; = 0.

Il s’ensuit queA # 0.

—(Xm-Xn— YmYn)‘l'\/_
B)A>O :t. 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) >0

—(Xm-Xn= Ym-yn) + VA >0 ett _(Xm-Xn_ Ym-yn) — VA
2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)

(Xm-xn - Ym-Yn) < 01

VA < — (Xm-Xn — Ym-Yn)-

t]l > 0,

Commet; =Xp.bjm + Ym- ajm =Xpn.bjn + yn. aj, alors pout;;, on obtient

VA
—Xp— 2 —
a; = y—n b - Tyjm t
jm 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) | jm 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)
_x._YA
— Ym _ m Xjn
Ajn = jm =

2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) ' 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)

2_ o2 é;
et sachant quey,® + bym? = aj,? + byy? = p]? alors én ;(m. ).(X_AX —24/4) = 2';9_]2'
m-&n m-4n J

Le méme traitement pouy, conduit a)hn i ). (x + 24A) = 22 induisant

2
]m Xjn jm-Xjn p]-
+24A=
Xm- Xn

I’hypothese O 6]- < 5 .

ajn bjm

—————— venant lui-méme de 'application de I'hypothése
(@jm-Yn— @jn Ym)

Ce résultat découle dg? <

0<6<->.
2
Lemme 3: 5]- =0.

Conclusion
L’exploitation des données conduit dans les 3 tadiés résultants de l'inégalité



2 ajn bjm

el —
p] (2jm-Yn— ajn Ym)
Le lemme 3 entraine alors

1 .
A | 7 -
Sj = §; —2+|.t]-,

- lapplicationg: P — §,p; — s; :% + 1.t; est bijective.

a des contradictions avec les hypothéses de I'étude

Théoréme :L’Hypothése de Riemann est vérifiée.

madanibouabdallah@hotmail.fr.



